ESSEC math 2 voie , éco, extrait d'un probleme...

On désigne pax un nombre entier supérieur a 1 et @an nombre réel strictement positif. L'objet du
probléme est d'étudier la rentabilité d'un investisent en fonction du taux d'intérét ce qui conduit
I'étude dans les parties Il et 11l des équationgasiies pour 0 x < 1:

XN+ L+ +x—a = 0.
NX + (N=1)X¥ + ...+ 2¢+x—a = 0.
Dans la partie I, on étudie la premiere de ces t@nsdans deux cas particulield € 2 et 3).
PARTIE |
1°) Résolution numérique de I'équationk® +x —1 =0 (0 «x < 1)
On considére dans cette question la fondtidéfinie pourx> 0 par :

F(x) = ——

a) Montrer que I'équatioxf + x— 1 = 0 a une et une seule racine réelle appatéri@, 1[, et préciser
la valeur de cette racinme
b) Montrer, six désigne un nombre réel appartenant a [1/2, 1]f(guappartient a [1/2, 1].

c) Calculer la dérivéé def et prouver l'inégalité suivante pour HX<1:
4
f'(X)| <=.
RRCIES-

d) On considére la suite définie par= 1 etu,.1 = f(u,).
Prouver l'inégalité suivante et la convergenciadwiite (1,) versr;:

OnON, |u,-r]|< (igl)”.

2°) Résolution numérique de I'équation® +x* +x -1 =0 (0 «x < 1)
On considére dans cette question la fondtidéfinie pourx> 0 par :
1
f(X) = —5—.
( ) X2 +X+1
a) Montrer que I'équatiog’ + x* +x — 1 = 0 a une seule racine réelj@ppartenant a]0, 1].

b) Montrer, six désigne un nombre réel appartenant a [1/3, 1]f(guappartient a [1/3, 1].

c) Calculer les dérivées et " def, et en déduire le maximum de la valeur absolué(gepour x
appartenant a [1/3, 1].

d) On considére la suite définie par= 1 etu.. = f(u,).
Majorer | u, —r3 | en fonction den et prouver la convergence de la suitg yersra.

PARTIE Il

3°) Etude de I'équationx™ +xV '+ ... +x—-a=0

On notefy la fonction polynéme définie pafy(X) =X + XV + ... +X* +x—a.

a) Montrer que I'équatiofy(x) = O posséde une racine strictement posikyeet une seule, puis
montrer que celle-ci appartient & ]0, 1[ lorsdie a.

b) Montrer la relation (*) :X— LX) =xX¥' — @+ 1)x +a.

4°) Racine positive de I'équation™ + X"+ ... +x—a=0

a) Montrer qudy.1(Xy ) > fn(Xy) €t en déduire que la suitey) est strictement décroissante.
En déduire que la suit& converge vers un nombre ré&lappartenant a [0, 1][.

b) Montrer que 0 <y < Xa, puis que 0 <x) " < (xa) ™ lorsqueN > A ou A est un entier naturel non
nul. En choisissant > a, en déduire la limite de la suite\{) lorsqueN tend vers ¢, puis, a l'aide
de la relation (*), exprimer la limite* en fonction dea.

: a
On convient alors de posay = a_+1(1+ En), et& tend donc vers O lorsqiétend vers do.

c) Etablir a l'aide de la relation (*) I'égalitésante :
(N +1)€N[In(aiﬂ) +In(L+ £y)] = &y In(En) + £, IN(A) .

En déduire les limites d&N¢ 1) et de (I+ &)™ lorsqueN tend vers 4o, puis déterminer a l'aide
de la relation (*) un équivalent dg en fonction de etN.



