Chapitre I : analyse, étude de fonctions

Limites, continuité, branches infinies

1. Soit n un entier naturel et fn définie par : fn(0) = 0,   et si x > 0 : fn(x) = (nx+1).e–1/x.


Etudier la continuité de fn. Etudier la limite de fn en +(.

2. Soit g définie sur R* par :g(x) = 
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Montrer que g est continue sur R*.


Montrer que g est prolongeable par continuité en 0.


Etudier les branches infinies de Cg.

3. Soit g définie sur R+* \ {1} par g(x) = 
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  et prolongée par continuité en 0 et en 1. Que valent g(0), g(1) ? Etudier la branche infinie de Cg.

4.  Soit n appartenant à N. Montrer que gn : ]0, 1[ 
[image: image3.wmf]®

 R, x ( x.(ln(1/x))n  est continue sur ]0, 1[ et admet un prolongement par continuité fn sur [0, 1].

5.  Soit f définie sur ]–1, 1[ par f(x) = (1 – x2).ln(
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).   Montrer que f est continue. Etudier la parité de f et montrer que f  se prolonge en une fonction continue sur  [–1, 1].

6.  Soit f : R 
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Montrer que f est continue sur R.

7.  Etudier les variations de f définie par f(x) = ex + ln(x) puis les branches infinies de Cf.


 Tracer Cf.

8.  Mêmes questions avec f(x) = ln(x – 2( + 1 + 2/x.

9.  Etudier les branches infinies de Cf avec :


1°) f(x) = x – 
[image: image7.wmf]4
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(x + 1).e–x.


2°) f(x) = x + 
[image: image8.wmf]x



 INCORPORER Equation.3  [image: image9.wmf].


3°) f(x) = x + 
[image: image10.wmf]x

.sin(x).

Théorème des valeurs intermédiaires

10.  Utiliser un théorème du cours pour montrer que la fonction logarithme népérien est une bijection de ]0, +([ sur R. Etudier la bijection réciproque, à l’aide de ce   théorème : ensembles de départ et d’arrivée, continuité, sens de variation, dérivée.

11.   Soit f définie par f(x) = 
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1°) Montrer que f définit une bijection de l’intervalle ]1, +([ sur un intervalle à préciser. Soit alors g la bijection réciproque de f(]1, +([. Etudier g : ensemble de   définition, continuité, sens de variation, dérivabilité. Calculer f(2). En déduire g’ (2/3).

   
2°) Expliciter g(y).

12.  (escp 88 oe) Soit f définie par f(x) = x.ln(x).


1°) Etudier la variation de f. Préciser les branches infinies de Cf.


2°) Montrer qu’il existe une fonction réelle g et une seule  sur l’intervalle  [–1/e, +([ telle que, pour tout point x de cet intervalle, on ait : g(x).ln(g(x)) = x.


3°) Etudier la variation de g. En particulier, déterminer la limite de g en +(. Tracer sur la même figure les courbes représentatives de f et g.


4°) Montrer que  
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 = 1 . En déduire lorsque x tend vers +( la limite de 
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13.  Soit f définie pour x appartenant à [0, 1] par f(x) = 
[image: image15.wmf]1
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1°) Montrer que f est une bijection de [0, 1] sur un intervalle que l’on précisera. Etudier la  bijection réciproque f –1: ensemble de définition, continuité, sens de variation.


2°) Etudier la dérivabilité de f–1 sur son ensemble de définition. 

Calculer (f–1)’(0).Représenter graphiquement C(f) et C(f–1) dans un même repère orthonormé. Préciser les pentes des tangentes aux points d’abscisses 0 et 1.

14.  Soit g(x) = 
[image: image16.wmf] 
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 – ln(x) pour x > 0. Etudier g : continuité, limites, sens de variation. Préciser les branches infinies de C(g). Montrer que l’équation g(x) = 0 admet une solution unique dans ]0, +([. Donner une  valeur approchée de cette solution, en indiquant la méthode employée et la précision   obtenue.

15.   (escae 88 oe)  A) Soit h : ]0, +([ 
[image: image17.wmf]®

 R , x ( 
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1°) Etudier la variation de h. Préciser les branches infinies de C(h).


2°) n étant un entier supérieur ou égal à 2, justifier l’existence et l’unicité d’un réel dn appartenant à ]0, 1[ tel que h(dn) = h(n). Déterminer les entiers naturels p et q tels que 
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B) Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On considère gn : [0, +([ 
[image: image21.wmf]®

R telle que :




gn(x) = (n – x).e
[image: image22.wmf]x

– n
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1°) Etudier les variations de gn.


2°) En déduire l’existence d’un unique réel an vérifiant : an > 0 et gn(an) = 0. Démontrer  que  


n – 1 < an < n. On pose alors an = n – dn avec dn dans ]0, 1[. Vérifier que h(dn) = h(n) où h est la fonction définie au A). En déduire à 10–2 près la valeur de a2 et a3. Trouver le signe de gn(x), pour x dans R+.


C) Avec toujours n supérieur ou égal à 2, on considère fn définie sur ]0, +([ par : 
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1°) Etudier la continuité de fn.


2°) Etudier la dérivabilité de fn. Préciser la tangente à C(fn) à l’origine


3°) Etudier les variations de fn. On démontrera : pour x > 0, fn '(x) = 
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x

1

-

n

)

1

e

(

x

-

.gn(x) ,où gn  est la fonction définie au B). Démontrer que fn(an) = (n –an).ann – 1.


4°) Etudier pour m > n la position relative de C(fm) et C(fn).


5°) Construire C(f2) et C(f3) (2 cm en abscisse, 10 cm en ordonnée).

16.  Montrer que l’équation x3 – 5x2 + 4x + 7 = 0 admet au moins une racine réelle. Plus généralement, montrer que toute équation polynomiale de degré impair admet au moins  une racine réelle. Qu’en est-il si le degré est pair ?

17.  Déterminer le nombre et des valeurs approchées des solutions de l’équation :



1°) x5 – x3 + 1 = 0 ; 
2°) x3 – x2 – x – 2 = 0.

18.  (extrait de edhec 2000)  1) Déterminer l'ensemble D des réels x tels que ex – e–x > 0.


On définit la fonction f par : (x ( D f(x) = ln(ex – e–x).


On note (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (0, i, j).


2) a. Etudier les variations de f et donner les limites de f aux bornes de D.


b. En déduire l'existence d'un unique réel ( vérifiant f(() = 0, puis donner la valeur exacte de (.



c. Montrer que le coefficient directeur de la tangente (T) à la courbe (C) au point  d'abscisse ( vaut 
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3) a. Calculer 
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b. En déduire l'équation de l'asymptote (() à la courbe (C) au voisinage de +(.



c. Donner la position relative de (() et (C).


4)
Donner l'allure de la courbe (C) en faisant figurer les droites (() et (T). 



On admettra que ( ( 0,5 et que 
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 ( 2,2.

19.  (extrait de esc 2003 ; voir chapitre VII) On pose pour  a  réel strictement positif la fonction  
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(a)
 Justifier la dérivabilité de 
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 et calculer sa dérivée. En déduire le tableau des variations de 
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 en précisant les valeurs aux bornes.

(b)
Montrer que 
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sa bijection réciproque. Donner le tableau des variations de 
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(c)
Montrer que  
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20. (extrait de ecricome 2003 ; voir chapitre IV) 

On considère les fonctions ch et sh définies sur R par :
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ainsi que la fonction f définie sur R  par :
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1. Etudier la parité des fonctions ch et sh.

2. Dresser le tableau de variations de la fonction sh puis en déduire le signe de sh(x) pour x appartenant à R.

3. Déterminer un équivalent en +( de shx. En déduire l’allure de la courbe représentative de la fonction sh en +(.

4. Montrer que la fonction sh réalise une bijection de R  sur R .

5. Etudier les variations de la fonction ch.

6. Montrer que : (x ( R  , ch(x) > sh(x).

7. Donner, sur un même graphique, l’allure des courbes représentatives des fonctions ch et sh.

8. Etudier la parité de la fonction f.

9. Déterminer un développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction sh.

10. En déduire que la fonction f est continue en, dérivable en 0 et déterminer f ’(0).

11. Justifier que f est dérivable sur R+* et sur R-* et calculer f’(x) pour x ( R*. 

12. On pose : (x ( R+, h(x) = sh(x) – xchx.

Etudier les variations de h, puis en déduire le signe de h(x).

13. Déterminer les variations de f sur R+ et donner l’allure de la courbe représentative de la fonction f. (On ne cherchera pas les points d’inflexion).

Calcul différentiel

21. Soit f(x) = (x + 1).e–1/x si x > 0, f(0) = 0. Etudier la continuité de f sur ]0, +([. Etudier la dérivabilité de f sur ]0, +([, puis en 0. f est-elle de classe C1 sur [0, +([ ?

22.  Soit E = R+ \ {1} et f définie sur E par :  f(0) = 0 et f(x) = 
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1°) Etudier la dérivabilité de f sur E.


2°) Donner le tableau de variation de f.


3°)Etudier la concavité de f : préciser sur quels intervalles f est concave, convexe.Donner  les coordonnées du point d’inflexion de C(f) et une équation de la tangente à C(f) en ce point.


4°) Tracer la courbe C(f).

23.  Etablir les inégalités : 
 ex ( 1 + x (x ( R) ; 
 ex ( 1 + x + 
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 x – 
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24. Montrer que pour tout x dans [0, 1] : x ( ex – 1 ( e.x  (utiliser la formule des  accroissements finis). 

25.  Montrer que pour tout n dans N* : 
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En déduire : 
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puis : ln(n + 1) ( 
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Déterminer la limite quand n tend vers +( de  
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(série harmonique, résultat à retenir).

26.  Démontrer que pour tout réel x > 1 : 
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En déduire, pour tout n ( N \ {0 ; 1} :
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. En déduire que la série de terme général 1/n, n ( N*, est divergente, et donner un équivalent de sa somme partielle Sn = 
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27.  Montrer que pour tout couple (x, y) de nombres réels de [1 ; +([ :
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28. Soit f(x) = ln(x). Ecrire la formule des accroissements finis pour f sur [n, n + 1] pour n ( 1. En déduire que la suite (un) définie par un = 
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29.  Soit 
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c. Etablir que l’équation 
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 admet sur [0,1] une unique solution 
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 INCORPORER Equation.3  [image: image69.wmf].

d. Etude de 
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  , en déduire : (n ( N, 
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e. Ecrire un programme en turbo-pascal qui affiche une valeur approchée de ( à moins de 10(6 près.

30.  Soit f définie par f(x) = exp(–x2).

1°) Dire pourquoi f est indéfiniment dérivable sur R et déterminer les trois premières fonctions dérivées f ', f '' , f '''


2°) Pour tout n élément de N, on définit la fonction Hn ainsi :



(x ( R, Hn(x) = exp(x2). f(n)(x), où f(n) est la dérivée n-ième de f ; rappel : f(0) = f.


a) Vérifier que pour i dans {1, 2, 3}, Hi est une fonction polynôme, et  déterminer les racines de chacun de ces polynômes.


b) Montrer que l’on a, pour tout n dans N et tout x dans R : Hn+1(x) = Hn’(x) – 2Hn(x). En déduire que Hn est une fonction polynôme et préciser son degré, ainsi que le  coefficient du terme de plus haut degré.


c) Déterminer H4 et H5 et trouver le nombre de racines de chacun de ces polynômes.

31.  (inseec 2002 ; également suite récurrente) 1) On considère la fonction f définie sur R par    f(0) = 0 et ( x ( R*, f(x) = exp((1/x2).

a) Montrer que f est continue sur R.

b) Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f '(0).

c) Montrer que f est dérivable sur R*, calculer f '(x) pour x ( R* et justifier que f est de classe C1 sur R. 

d) Achever l'étude des variations de f, dresser son tableau des variations, construire sa courbe représentative ainsi que la tangente à cette courbe à l'origine.

2) Etude d'une suite .

Soit u la suite définie par : u0 = 3 et ( n ( N,  un+1 = f(un). 

a) Montrer que (n ( N* , un ( ]0, 1[.

b) Soit g la fonction définie sur [0, 1] par g(x) = f(x) ( x , calculer g''(x).

Montrer que g réalise une bijection de [0, 1] sur un ensemble que l'on déterminera.

(On admettra que 
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c) En déduire que la suite u est strictement décroissante et converge. Calculer limn(+( un.

On se propose de démontrer que f est indéfiniment dérivable sur R.

3) a) Montrer que f est de classe C( sur R*.

b) On définit pour tout entier naturel n non nul , la fonction polynôme Pn par :

( x ( R, P1(x) = 2      et   ( n ( N, ( x ( R, Pn+1(x) = x3 P'n(x) + (2 ( 3nx2)Pn(x).

Calculer P2(x) et vérifier que 
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Montrer par récurrence sur n , n ( N* que : 
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c) Montrer que   ( n ( N* , Pn(0) = 2n.

d) Montrer que limn(+( f(n)(x) = 0.

e) Montrer par récurrence sur n ( N que f est de classe Cn sur R. En déduire que f est de classe C( sur R.

32.  (ecricome 2002, extrait ; voir chap VI) On considère la famille de fonctions (fn)n(N* définies sur ](1, +([ par fn(x) = xn ln(1 + x).

Soit n ( N*, on note hn la fonction définie sur ](1, +([ par 
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1. Etudier le sens de variation des fonctions hn.

2. Calculer hn(0), puis en déduire le signe de hn.

3. Etude du cas particulier n = 1.

a. Après avoir justifié la dérivabilité de f1 sur ](1, +([, exprimer f1'(x) en fonction de h1(x).

b. En déduire les variations de la fonction f1 sur 1(1, +([.

4. Soit n ( N* \ {1}.

a. Justifier la dérivabilité de fn sur ](1, +([ et exprimer fn'(x) en fonction de hn(x).

b. En déduire les variations de fn sur ](1, +([. (On distinguera les cas n pair et n impair). On précisera les limites aux bornes sans étudier les branches infinies.

Formules de Taylor, développements limités 

33.  En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, démontrer :


1°) (x ( [0, (/2]   x – 
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3°) (x ( R    ex = 
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34.  Soit P une fonction polynôme de degré n. On suppose qu'il existe un réel ( tel que P((), P'((),  ..., P(n)(() soient tous strictement positifs. 


Montrer que P n'a pas de racine dans [(, +([.

35.  Questions indépendantes :


1°) Déterminer la limite quand x tend vers 0 de la fonction f(x) = 
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2°) Soit g la fonction définie sur [0, +([ par :



g(x) =
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 si x > 0 et x (1, g(0) = 0, g(1) = 1.


a) Montrer que g est continue en 0 et en 1.


b) Ecrire le D.L de g d'ordre 1 au voisinage de 1. En déduire l'existence et la valeur de g'(1).


3°) Soit h(x) = x 
[image: image85.wmf]1
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. a) Quel est l'ensemble de définition de la fonction h ? b) Montrer que Ch admet une asymptote au voisinage de +( et –( et préciser la position de Ch par rapport à cette asymptote.

4°) Déterminer la limite quand x tend vers 0 de 
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5°) Etudier la continuité et la dérivabilité de k : x (
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  en 0.


6°) Soit ((x) = 
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 si x ( 0,   ((0) = 0. a) Ecrire le D.L de ( d'ordre 3 en 0


b) Montrer que ( est continue et dérivable en 0. Que vaut ('(0) ?


c) Préciser la position de C( par rapport à sa tangente au point d'abscisse 0.

36.  Soit f(x) = 1 – x – 
[image: image89.wmf]x
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  1°) Etudier la variation de f. 2°) Calculer le D.L de f au voisinage de 1 à l'ordre 3. 3°) Tracer la courbe représentative de f dans un repère orthonormé.

37.  On rappelle que la fonction tangente réalise une bijection de ]–(/2 , (/2[ sur R, dont on note Arctan la réciproque, et que :


(x ( R  Arctan(x) = 
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1°) Montrer que : (n ( N  (t ( R  
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2°) En déduire une expression de Arctan(x) (x appartenant à R).


3°) Montrer que pour tout n entier naturel : 
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4°) Déduire de 2°) et 3°) un développement limité de la fonction Arctan en zéro.

38.  (extrait de iscid 92) 1°) Rappeler le d.l de ln(1+u) à l'ordre 2 au voisinage de 0.


2°) Soit f la fonction définie sur R par : (x ( 0   f(x) = 
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 , et f(0) = 1.



a) Montrer que f est continue et dérivable en 0.



b) Quelle est la nature de la courbe représentative de f au voisinage de +( ?



c) Montrer que f est continue et dérivable sur R.

39.  ( edhec 93) Soit f la fonction de ]–1, +([ dans R définie par :



f(x) = 
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1°) Déterminer le développement limité à l'ordre 2 en zéro de f.


2°) En déduire que f est dérivable en zéro ; donner l'équation de la tangent au point d'abscisse zéro à la courbe de f et préciser la position, au voisinage de zéro, de la courbe de f par rapport à cette tangente.


3°) Etudier les variations de f sur ]–1, +([ et donner le signe de f(x) pour tout réel x > –1.

40.  (esc 97) Soit f la fonction définie sur [0, +([ par : 
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On désigne par C la courbe représentative de f.


1°) a) Montrer que f est continue en 0.



 b) Etudier la dérivabilité de f en 0.


2°) a) Montrer que pour tout réel x strictement positif : ln(x) ( x + 1.



 b) Calculer f '(x)  pour x > 0  et déterminer son signe. Préciser le sens de variation de f.


3°) a) Déterminer la limite de f en +(.



 b) Etudier la nature de la branche infinie de C en +(. On pourra chercher un équivalent de f(x) – x en +(.)


4°) a) Montrer que le développement limité à l'ordre 3 de f en 1 est : 




f(x) = 1 + 2(x – 1) – 
[image: image97.wmf]2
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(x – 1)3  + o( (x – 1)3 ).    


On pourra poser x = 1 + t. 



 b) Préciser l'équation de la tangente T à C au point d'abscisse 1. Que peut-on dire de T ?



 c) Construire C et T dans un repère orthonormé.  

41.  (extrait de ecricome 97, problème ; voir chap VII) On pose :
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a) Montrer que ( est une fonction de classe C1 sur [0, +([.


b) On définit, de plus, la fonction ( sur [0, +([ par : (t ( R+ ((t) = 1 – (1 + t) e–t. Utiliser cette fonction pour en déduire que ( réalise une bijection de [0, +([ sur [1, +([.

42.  (extrait de edhec 98, voir chapitre VIII  ) On considère la fonction définie pour tout x ( 0 par f(x) = 1 – e –x . 


1°) a. Dresser le tableau de variation de f.



 b. Montrer que : ( x ( R  f(x) ( x, l'égalité ayant lieu seulement pour x = 0.


2°) a. Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x :





e–x =
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 b. En écrivant l'égalité précédente pour n = 2, puis pour n = 3, montrer que :





( x ( R+x2/2 – x3/6    ( x – f(x) ( x2/2. 

43.  (extrait de escl 2000, voir chapitre VI) On considère la fonction f : ]–1 ; +([( R définie , pour tout x de ]–1 ; +([, par : 
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1.  a. Montrer que f est continue sur ]–1 ; +([ .

   b. Montrer que f est de classe C1 sur 
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, calculer f '(x) .



c. Montrer que f '(x) tend vers 
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 lorsque x tend vers 0 .



d. En déduire que f est de classe C1 sur 
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2. Montrer : 
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. En déduire les variations de f . On précisera les limites de f en –1 et en +(. 

44.  (Extrait de escl 2001 ; voir chap. IV.) On considère l'application f : [0 ; +([ ( R, définie, pour tout x ( [0 ; +([, par :
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a)  Montrer que f est continue sur [0 ; +([.

b) Montrer que f est de classe C1 sur ]0 ; +([. Pour tout x ( ]0 ; +([, calculer f '(x).

c) Montrer que f '(x) tend vers (1/2 lorsque x tend vers 0.

d) En déduire que f est de classe C1 sur [0 ; +([.

e) Déterminer : limx(+( f '(x).

45.  (extrait de edhec 2003 ; voir chapitre IV) 1) Montrer que : (x(IR *, 

 > 0.

On considère la fonction  f  définie sur IR  par 


2) Montrer que  f  est continue sur IR .

3) Montrer que  f  est de classe C 1 sur ] – (, 0 [ et sur ] 0, + ( [, puis préciser  f ’ (x) pour tout 
    x de IR *.

4) a.  Montrer que 

 f ’ (x) = 

.

    b.  En déduire que  f  est de classe C 1 sur IR  et donner  f ’ (0).

5) a.  Étudier les variations de la fonction g définie par : (x(IR , g(x) = x ex – ex + 1.

    b.  En déduire le signe de g(x), puis dresser le tableau de variations de f (limites comprises).

Fonctions de deux variables

46.  Extrema locaux des fonctions f définies par :


1°) f(x,y) = x ey + y ex 


2°) f(x,y) = x2 y + ln(1 + y2) 


3°) f(x,y) = x [(ln x)2 + y2]


4°) f(x,y) = 3xy – x3 – y3.


5°) f(x,y) = x3 + 3xy2 – 15x – 12y


6°) f(x,y) = 
[image: image107.wmf]3
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y3 – y2 + x2y +x3 – 3x2 – 
[image: image108.wmf]3

4

  

Rep :  1°) (–1,–1) point critique, pas d'extremum 

2°) (0,0) point critique, pas d'extremum.   

3°) (1,0) et (1/e2,0) points critiques, f(1,0) minimum    

4°) (0,0)et (1,1) points critiques, f(1,1) maximum  

5°) (1,2) , (–1,2) , (2,1) , (–2,–1) points critiques,  f(2,1) minimum,  f(–2,–1) maximum

6°) (0,0) et (0,2) points critiques , f(0,0) maximum 

47.  Soit f(x,y) = (x2 – y)(3x2 – y).


a) Soit g( (x) = f(x,(x), avec ( ( R. Montrer que g a un minimum local en 0.


b) f a-t-elle un minimum en 0 ?

48.  ( extrait de escl 97 ; voir chapitre IV)  Soit f : R2 ( R, x ( x2 – 2xy + 2y2 + e–x.


1 . Établir que l'équation e–x = x, d'inconnue x ( R, admet une solution et une seule. 



2. Montrer qu'il existe (xo,yo) unique tel que
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, et établir :
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       3. Montrer que f admet un extremum en (x0 ,y0 ). Est-ce un minimum ou un maximum ?

49.  (isg 97) Soit f la fonction définie sur R2 par : f(x,y) = –2(x –y)2 + x4 + y4.

1°) Etudier le système : 
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  et montrer qu'il admet 3 solutions : l'origine O et les points A et B tels que A soit d'abscisse positive.


2°) Montrer que f possède en A un minimum relatif.


3°) Montrer que f n'admet pas d'extremum relatif en O.

50.  (escp 98) On désigne par ( un réel strictement supérieur à 1.Soit H l'ensemble des points 

(x, y) de R2  tels que x > 0 et soit D l'ensemble des points de H tels que y ( 0. L'objet de cet exercice est l'étude des extremums de la fonction f définie sur H par 




f(x, y) = x( y – y2 – y ln(x + 1) + 1 .


1°) Soit ( la fonction définie sur ]0, +([ par ((x) = x( – ln(x + 1)  et (' sa dérivée.

a) Montrer que l'équation ('(x) = 0 admet une racine et une seule dans ]0, +([. On note b cette racine et on pose ((b) = 2c. Montrer que c < 0.

b) Montrer que  l'équation ((x) = 0 admet une racine et une seule, notée a, dans ]0, +([, et que a > b.


2°) Calculer les dérivées partielles f 'x et f 'y de la fonction f.


3°) a) Déterminer l'ensemble des points (x, y) de H  vérifiant f 'x(x,y) = 0



 b) Déterminer l'ensemble des points (x, y) de H  vérifiant f 'x(x,y) = 0 et f 'y(x,y) = 0. On exprimera les solutions (x,y) trouvées en fonction des nombres a, b, c définis à la question 1°).


4°) a) Calculer les dérivées partielles secondes de f.



 b) Montrer que f admet un extremum en un unique point (x(,y() que l'on précisera.
51.  (edhec 98) 1°) On considère la fonction g définie pour tout élément de R*+ par : 





g(x) = ln(x) + 2x + 1.



a) Etudier les variations de g et donner les limites de g en 0+ et en +(.



b) En déduire qu'il existe un unique réel (, élément de ]0, 1/e[ tel que g(() = 0.


2°) On considère la fonction de deux variables réelles f définie par :





(x ( R*+ 
[image: image112.wmf]´

 R    f(x,y) = x (ln x + x + y2).



a) Déterminer le seul point critique de f, c'est à dire le seul couple de R*+ 
[image: image113.wmf]´

 R en lequel  f est susceptible de présenter un extremum.



b) Vérifier que f présente un minimum relatif m en ce point. 



c) Montrer que m = –((( + 1).

52.  (extrait de ecricome 98) 


Soit f la fonction de deux variables définie sur l’ouvert U =  ]1, +([ x ]0, 
[image: image114.wmf]2

1

[ de R2 par :



(x, y) ( f(x, y) = xy(1 – 2y) x–1 = x.y.exp[(x – 1).ln(1 – 2y)] .


a) Montrer que f admet en tout point (x,y) de U des dérivées partielles premières 
[image: image115.wmf]x
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(x,y). Les calculer et les mettre sous forme de produits. Montrer que f est de classe C1 sur U.


b) Montrer que pour tout u élément de ]0, 1[ ln(1 – u) < –u .En déduire que f n’a pas d’extremum sur U.

53.  (edhec 99, ex 2, partie 1 ; voir chap VIII )

Pour tout réel a, on considère la fonction fa de R ( R dans R   définie par : 

( (x,y) ( R x R  fa(x,y) = (1 +y + xy +a x2) ey .

Dans cette partie, on suppose a ( 0 et a ( –
[image: image117.wmf]2
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.


1.  a. Calculer les dérivées partielles premières de fa.


b. En déduire que fa possède deux points critiques (c'est à dire deux couples de R x R en lesquels fa est susceptible de présenter un extremum local) et donner leurs coordonnées.


2. Calculer les dérivées partielles secondes de fa.

3.  a. Examiner, pour chacun des deux points critiques, à quelle condition portant sur a, fa présente en ces points un extremum local.


b. Déterminer, en distinguant trois cas, si fa présente sur R x R un maximum local ou  un minimum local et donner sa valeur en fonction de a.

54.  (extrait de ecricome 99 ; voir chap VIII ) 

On note U l’ouvert de R2 défini par U = ]
[image: image118.wmf]3

2

,

3

1

[ x ]0,1[ et f l’application définie sur U par :

 


(x,y) ( f(x,y) = x2 – x + xy2 – xy.

 
a) Montrer que f est strictement négative sur U.  b) Montrer (en rédigeant soigneusement) que f admet un unique extremum sur U et que celui-ci est un minimum dont on donnera la valeur. En déduire que pour tout (x,y) de U : 
[image: image119.wmf]64
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 ( f(x,y) < 0

55.  (extrait de ecricome 2000, voir chapitre VII) T est l'ensemble des couples (x, y) de réels solutions du système d'inéquations x ( 
[image: image120.wmf]4
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,  y ( 
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 ,  x + y ( 
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On noteT '  " l ' intérieur " de T, à savoir l'ensemble des couples (x, y) solutions du système d ' inéquations : x > 
[image: image123.wmf]4
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  ,  y > 
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[image: image125.wmf]4

3

.


Soit f la fonction définie sur T par : f(x, y) = 
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1) Représenter sur un même graphique T et T '.


2) On admet que T ' est un ouvert de R2.



a) Déterminer les dérivées partielles d'ordre 1 sur T ' de la fonction f.



b) Montrer que f n'admet pas d'extremum local ( et donc a fortiori absolu) sur T '.


3) Démontrer par de simples considérations sur des inégalités que l'on a pour tout couple 



(x, y) de T : 2 ( f(x, y)( 
[image: image127.wmf]3
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56.  ( Extrait de edhec 2001, voir chapitre VIII)

On note f la fonction définie sur l’ouvert ]0,1[x]0,1[ de R² par : 



f(x,y) = (1-x)n + (1-y)n + (x+y)n.

1°) Montrer que f est une fonction de classe C² sur ]0,1[x]0,1[.

2°) a) Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.

b) En déduire que le seul point en lesquelles les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent simultanément est le point (
[image: image128.wmf]11

,

33

).

c) Démontrer que f présente un minimum local en ce point.

57.  (Extrait de escp 2001.) On considère la fonction G de deux variables réelles définie, pour tout x et tout y strictement positifs, par :
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1°) Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 et 2 de la fonction G.

2°) Rechercher les extremums éventuels de la fonction G dans le domaine ]0, ([ ( ]0, ([.

58.  (extrait de esc 2002 ; voir chap VIII) On pose D = ]0,1[(]0,1[ et  f  la fonction de deux variables définie sur D par : 
f(x, y) = xy(2 – x – y ) pour tout couple (x, y)  de D.
a) Justifier que f est de classe C2 sur D.
b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f, en déduire le seul point (x0, y0) de D (appelé « point critique ») susceptible de réaliser un extremum local pour  f.
c) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f, et montrer que f  admet un maximum local en (x0, y0) de valeur 
[image: image130.wmf]27
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.
d) Montrer que pour tout couple (x, y)  de D : 
f((x, y)) –  
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En déduire que ce maximum local est un maximum global de  f sur D.

59.  (extrait de eml 2003, voir chapitre VIII) Soit  l’application g : R*+( R*+ ( R définie par :






((x, y) ( R*+( R*+, fa(x, y) = 
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1. Montrer que g est de classe C² sur R*+( R*+
2. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de g en tout point (x,y) de R*+( R*+.

3. Montrer qu’il existe un couple unique (x,y) de R*+( R*+ en lequel les deux dérivées partielles d’ordre 1 de g s’annulent, et calculer ce couple.

4. Est-ce que g admet un extremum ?

Annales isc-eslsca

( (isc-eslsca 95) Pour tout a réel non nul, on considère la fonction définie pour x > 0 par 

fa(x) = exp( (1 – xa).ln(x) ) =
[image: image134.wmf]a
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1

x

et on note (Ca) sa représentation graphique dans le plan rapporté à un repère   orthonormé.

1°) fa est-elle prolongeable par continuité en 0 ? le prolongement éventuel est-il  dérivable en 0 ? (On distinguera selon le signe de a.)

2°) Etudier, selon les valeurs de a, les éventuelles branches infinies de (Ca).

3°) Déterminer, en discutant selon les valeurs de a, les variation de fa. (On écrira fa’(x) sous la forme xa – 1.ga(x) pour une fonction ga que l’on déterminera, et on pourra         étudier les variations de ga pour obtenir le signe de cette fonction.)

4°) Soit a et b deux nombres réels non nuls tels que a < b. Déterminer les positions  relatives de (Ca) et (Cb).

( (isc-eslsca 96)  Soit f la fonction définie sur ]–(, 1] par : 

si x < 1,  f(x) = (1 – x)x = exp(x.ln(1 – x)),    et f(1) = 0.  

1°) Etudier les variations de la fonction h définie  sur ]–(, 1[ par :

h(x) = ln(1 – x) – 
[image: image135.wmf] x
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2°) Montrer que f est dérivable sur ]–(, 1[ et déterminer le signe de f ‘(x). La fonction f est-elle continue en 1 ? dérivable en 1 ?

3°) Dresser le tableau de variations de f.

4°) Existe-t-il un nombre réel c tel que la fonction g définie par :

si x > 1, g(x) = 0

si x ( 1, g(x) = c.f(x)

soit une densité de probabilité 

5°) Soit h la fonction définie par : h(x) = (1 – cos(x))cos(x).

 a) Montrer que h est définie sur R et construire le tableau de variations de h  sur le segment [0, (].

b) Tracer la courbe représentative de h sur le segment [–(, (], le plan étant  rapporté à un repère orthonormé.

( (isc-eslsca 97) 1°)On définit la fonction f sur R+ par : f(t) = 
[image: image136.wmf]t

1

t

2

+

 – ln(1 + t), où ln désigne la fonction «logarithme népérien ».

a) Etudier les variations de f. Préciser la nature de la branche infinie de la courbe représentative de f dans le plan rapporté à un repère orthonormé, ainsi que l'équation de la tangente à l'origine.

b) Montrer que l’équation f(t) = 0 admet une unique solution dans R*+ = ]0, +
[image: image137.wmf]¥

[, que l’on notera (. En déduire le signe de f(x) selon la position de x par rapport à (. Montrer que ( est comprise entre 3 et 4. Donner un encadrement de ( d'amplitude 0,1.

2°) On considère la fonction g définie par: g(x) = 
[image: image138.wmf])

e

1

ln(

.

e

x

2

x

+

-

 ( où x 
[image: image139.wmf]a

e
[image: image140.wmf]x

 =  exp(x) désigne la fonction exponentielle de base e).

a) Montrer que  g est définie et dérivable sur R.

b) Calculer e–x.g’(x). Déterminer le signe de g'(x), selon les valeurs de x.

c) Etudier les branches infinies de la représentation graphique de g.

( (isc-eslsca 98) 1°) Soit f la fonction définie par: f(x) = ln
[image: image141.wmf] x

-

 

1

 x

 

1

+

 où ln désigne la fonction "logarithme népérien ".

a) Quel est le domaine de définition de la fonction (
[image: image142.wmf] x 

-

 

1

 x 

 

1

 

 x 

:

+

a

 ? Déterminer, selon les valeurs de x, le signe de ((x).

b) Quel est le domaine de définition D de f ? Donner, selon les valeurs de x, une expression de f(x) ne contenant plus de valeur absolue. Pour x 
[image: image143.wmf]Î

 D, comparer f(–x) et f(x).

c) Montrer que f est dérivable sur D et calculer f ‘(x) En déduire les variations de la fonction f.

2°) Soit g la fonction définie par: g(x) = 
[image: image144.wmf] x

-

 

1

 x

 

1

ln

1

+

.

a) Quel est le domaine de définition 
[image: image145.wmf]D

de g ? g est-elle prolongeable par continuité en 1 et en – 1 ? Comparer g(–x) et g(x).

b) Étudier les variations de la fonction g.

 c) Déterminer 
[image: image146.wmf]x

g(x)

lim

x

+¥

®

. En notant 
[image: image147.wmf]l

 cette limite, déterminer 
[image: image148.wmf]+¥

®

x

lim

( g(x) – 
[image: image149.wmf]x

l

). (On pourra poser x  = 
[image: image150.wmf]u
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