Analyse

Suites numériques :convergence

1.

b)

b)

b)

n

. 1
Onpose ONnON ,a, =

p Yk

Etudier le sens de variation de (a,)) puis sa convergence.

Etablir Op0J0+ed,—— <In(p+1) -Inp< .
p+1 Y
i . 1 1
Endéduire OnON ,a, -——<In2<a, - —.
n 2n

Préciser alors lim a,,.
n- +oo
n _1 i+1
Onpose S, = Zi
1=1 I
on pour la série harmonique aternée ?

. Montrer par récurrenceque OnO N, Sy = @, - 1 Qu’ en déduit-
n

n (_1) k-1
Montrer que les deux suites (Uzn) €t (Uxn+1) SONt adjacentes. En déduire la convergence de la

Onpose OnON " ,u, =

_n\n-1
serie de terme général % .On note S sa somme.

Justifier que, pour tout n, S est compris entre Uy, €t Un+s.
Ecrire un agorithme permettant d’ obtenir un encadrement de S o amplitude inférieure & 107,

On considére les deux suites définiespar a, =a>0, by =b>0et
O 1

[Bn+ :_(an +bn)

0 2

B)ml = m
Montrer que ces deux suites sont bien définies.
Justifier ONON",a, —b, =0
Etudier le sens de variation de (a,,),(lb,) . En déduire que ces deux suites convergent et
gu’ elles ont laméme limite.

UnON,

u

. . . 1 er
Soit (u,) lasuite définiepar up= —etnON,u,,, =——
( n) P 0 2 1 un+2

X
éudede f : x—

X+2
)] Calculer f', f".

ii)  Construire le tableau de variation def ; préciser f([0,1]).

i) Justifier : Ox0[0]], %s f'(x) < %

iv) Etablir quel’équation f(x) = x admet sur [0,1] une unique solution a
étude de (u,))
)] Montrer que, si (u,,) converge, salimiteest a .
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i)

i)

Justifier OnON,0<u,, —a s%(un —-a) ,endéduire Osu,-a < %g

conclure.
Déterminer no tel que n=n, O |u, —a|<107° ; en déduire une valeur approchée de
a a107° pres.

Séries numériques

b)

Etudier la convergence et calculer lasomme, si elle existe, des séries de terme général

L,nzo
n+1

1
Jn+1++/n
conjugueée)
3+2"
4n+l !
(n+1)°
(-2)"
_mn\n
(=1 ,n=0

nl
(n+1)°
n!

,n=0 (on calculerales sommes partielles al’aide de I’ expression

nz1

,n=1

En la comparant avec une série classique, étudier la convergence de la série de terme
généra
1
3"+1
1
——,n2
nv/nInn
1

Jn-1

,n=0

2

,n=2

Justifier la convergence absolue de Z u,,n=0 ou
-n
Hon

Uy =52
ag S nest impair

S nest pair
. Calculer sasomme.

Un jeu consiste en une succession de lancers d’ un dé normal. A I'issue de chague lancer
s lejoueur obtient 1, il agagné et le jeu s arréte,

s lejoueur obtient 50u 6, il aperdu et le jeu S arréte,

sinon le jeu continue.

Pour nO N, déterminer la probabilité p, que le jeu continue jusqu’ au n-iéme lancer ;
déterminer la probabilité v, del’ événement V, : «lejeu s arréte par victoire al’issue du
n-ieme lancer ».

Exprimer |’ événement V ; « e joueur gagne » al’aide des V, puis calculer sa
probabilité.



Développements limités

1. Déterminer les développements limités al’ ordre 4 au voisinage de O des fonctions suivantes:

a) f(x)=e*-Inl+x) b) f(x)=+v1+x+3sinx c) f(x)=cos2x-In(1- x)
d) fx=30% e) f(x)=In(cosx)
1+x

2. Déterminer le développement limité al’ordre 3 de:

X _ A2

© ¢ au voisinage de 2
X=2

a) f(x)=+x auvoisinagede 1 b) f(x) =

3. En utilisant les développements limités, calculer les limites suivantes :

. 1-cosx . eX—41+x . X=In@+ X
a) lim b) lim——= C) I|m#
x>0  x2 X=0 X X-0 x?
X - X
. €% —sinX-—Ccosx . 1+et =241+ x
d) lim e) lim
X-0 X2 x-0  1-cosX

4. Trouver un équivalent au voisinagedeOde 2+In(1+ x) —2J1+x .

5. A I’aide d un développement limité au voisinage de O de x—=In(1+ x) , trouver la nature
de la série de terme général up, =%—In(1+%).
In(L+ x)
. , e = #
6. Onconsidérelafonction f définiesur] -1, + oo [ par: Qf 9 X X O.
Hf (0) =1

En utilisant le développement limité al’ ordre 2 def au voisinage de O :

a) Etudier lacontinuité et ladérivabilité def.

b) Donner I’ équation de latangente ala courbe représentative de f en son point d’ abscisse 0
et éudier la position de la courbe par rapport a cette tangente.

_(x+2)(x-]
B xInx

7. Soit f lafonction définie sur ] O, +oo[par;@jxm]0’l[m] l+°°[’ F(x)

Hf (1) =3

Montrer quef est continue et dérivablesur] 0, + oo [.

8. Préciser le comportement au voisinage de I’ infini de la courbe représentative des fonctions
suivantes. On indiquera, le cas échéant, |a position de la courbe par rapport a son asymptote.

a) f(x)= b) f(x):lenl—%‘
4

— yopH & g X
C) f(x)-xexp@leE d f(x)=3 3

1+e%<



Intégration

1.

Etudier |’ existence des intégral es suivantes et les calculer :

e 1. 1 x dt 47
-4+ _
a)Il(x < Xz)dx b) I—ll—t c)J; sin3udu
X1 R e Int 3 a" dx
df dx (nON o [t ffl—t dt
) 014 x" ( ) )J;Z t ) 0| | 9 . xInx
Soient | et Jlesintégrales définies par :
T, i T
1= (2 SNX = (2 08Xy
0 sin X+ cosx 0 Sin X+ CosX
Calculer 1 + Jet | —J. Endéduirel et J.
2
a) Déterminer les conditions d’ existence de I’ intégrale | (x) =le% dt etla

calculer (on effectueraladivision euclidienne par t + 1).

2
b) Représenter graphiquement lafonction f :t+— % Interpréter 1( X ) en terme

d’aire. Etudier salimite lorsque x — -1.

¢) Mémes questions avec J(X) =J'lxg(t)dt oug:t—>t+2+ ((+)? .
+

Déterminer les valeurs de x pour lesquelles|’intégrale F( x) = f@dt est bien définie.

([t] = partieentiéredet, E(t) =ntelquen0Z etn<t<n+1)
En donner une interprétation graphique. Calculer F(2), F(3), puis F(n) lorsquen ON" et
enfin F( x) lorsquex 1 [n, n+ 1].

. Int
Soit f: x> [, ——dt.
J';{<1+t2
Déterminer I’ ensemble de définition D de f, montrer que f est dérivable sur D et calculer
f'. Endéduire f(x) pour tout x de D.

On considere, pour tout entier non nul n, lafonction f, définie par :

Eéi xa[o, yn, f,(x)=-n%x?+n?x,

s xOfyn, 14, f,09=0

a) Justifier I’existencede |, = Llfn(x)dx et lacalculer. Montrer que la suite (1) est

convergente et préciser salimite.
b) A toute valeur fixe x de [0, 1] on associe lasuite determe généra j, = f,(x). Montrer

que ( j,) est convergente et préciser salimite.

On définit alorslafonction f sur [0, 1] par f(x) = lim fn(x).CalcuIer-[)lf(x)dx.
[ )

¢) Comparer lim Jj f(X)dx et Jj Tim f,(9ax.



7. Calculer lesintégrales suivantes :
m
a) fo te? dt b) 2 xcos(3x) dx Q) f(mx)zdx

d) J’4\/§ Inx dx puissalimitelorsque a - 0

xIn(t +1 :
)I (t(+1)) f) J;"smu e du
8. A I'aide du changement de variable indiqué, calculer lesintégrales suivantes:
i
C) i X+1 (u=¢e) d) fsin(nlnx)dx (u=minx)

€) rxll—xz dx (x=sint) [ dériver t — sintcost pour trouver une primitive de cos?t]
o) f du (t=+vu®-1 puis t=tanx)
V2 W u? -1

9. Montrer que lim 0sin(t”)ln(1+t2)dt:O.[On pourra utiliser I'inégalité classique

n- +oo

OudR, O<sinu<u]

10. Montrer que: [t >1 ! < ! s}.
t+1 t2 +\/E+1 t
En déduire Iim —dt=In2.
X 240t +1

11.  Trouver lalimite des expressions suivantes quand n tend vers +co :
InEL+ k H
k +n

12 P 12 prt n
- b) — L
a) n pE:l g ) pEZOCOS n C) E

12. &) Etudier lafonction f : x — In(1+ x?) et calculer | = J':f(t)dt (on utiliseraune
intégration par parties).

b) Déterminer lalimite de lasuite determe généra : u,, = ﬂ % Ey

: . . - x dt
13. On considere lafonction numérique @ définie par ®(x) :IZ .
a) Qué est le domaine de définition de © ?
b) Montrer qgue ® est une fonction impaire.

: X X
C) Etablir, pour tout xOR*, ———<®(X)< :
V4+16x* Va+x*

En déduirelalimite de ®(x) quand x tend vers + oo .
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d) Justifier ladérivabilité de ® sur R et calculer ®'(x).
Dresser |e tableau de variation de & .

e) Déerminer, al’aide de la méthode des rectangles, une valeur approchée de ®(1) a0.05
pres.

f) Donner I’ allure de la courbe représentative de @ .

Intégrales généralisées

1. En revenant ala définition, éudier la convergence et, éventuellement, calculer lavaleur
des intégrales suivantes :
Q) [ eldt o _dt ftlntdt
b ot Vb e g)otl
b [ dt h [t
) k t/Int €) Jﬁm ) 0. ft(2-1)
+o  (t
C) dt
f t(Int)? f) _[Olm
2. Soit f une fonction impaire continue sur | —a, a [ telle que J;af (t)dt converge. Justifier la

convergence de I_O . f (t)dt ; en déduire la convergence et lavaleur de f . f(t)dt .

X2

R . +00 - L,
3. Soit, pour tout entier n, In= J’_ x"e 2dx ,sousréserve de convergence.

X2

a) Justifier laconvergence de J’O " xe 2dx . Endéduirela convergence de | .

X2

b) On pose J,(a) = J;a xe 2 dx

Trouver une relation de récurrence entre Jy(a) et J,»(a). En déduire que, pour tout entier n, I,
converge et trouver une relation de récurrenceliant I, et 1 .
c) Cadculer I, pour nimpair.

En admettant le résultat 1o = /277, calculer |, pour n pair.

4. Soit g:[L+o[ - R ou a est un rée strictement positif donné,
alnx
X 2
X +2X

et G définiesur | =[ 1, + oo [ par G(x) = leg(t)dt.

a) Etablir que G est strictement croissante sur |.
b) Prouver que,

alnt xalnt
dt < G(x) <
(t+1)? ¥ L t?

c) Calculer, pour tout x=1 ,Lxltr]—ztdt.

dt.

pour tout x=>1, Jf

En déduire que, pour tout x=>1, G(X) <a .
Prouver que wa g(t)dt converge.



X

e

5. Sait flafonction définiesur R par f(X) =———.
(e*+1

a) A |’aide d' un changement de variable simple, calculer on f(t)dt.
Montrer la convergence et calculer lavaleur de I:of(t)dt, puis de foof(t)dt.

b) Déterminer lim t*f(t). En déduire la convergence de ngtf (t)dt .

t -+

Justifier I’ existence et donner lavaleur de J'_+°°tf (t)dt.

6. Pour tout entier non nul p, on pose |, = J':o e uPdu.

Montrer que |, converge.
Montrer que |p (P—21) lpa.
En deduire lavaleur de I, en fonction de p.

7. Montrer la convergence de I L S .
L X(x+D(x+2)
Calculer savaeur ( on montreral’ existence detroisréels a, b, ¢ tels que pour tout
xD[l+oo[,onait L -a, b, ¢ )-

X(x+D(x+2) x x+1 x+2

8. Etudier la convergence de I dx (pON*),

pwsdef F)(L_Sx)dx (nON).

Fonctions de deux variables

1. On considére les fonctions définies sur R? par :
0f (0,0) =0 [g(O 0) =aou aest un réel donné
Joun =Y s (0% (00) Sg(x Y)=— s (%) #(00)

a) Etudier leur continuité sur R —{ (0, 0)}
b) Montrer que X <+/x* +y® puisque |f(x, y)|<[(x,y)|. fest-€ellecontinueen (0, 0) ?
c) Etudier Iirrg g(x, Xx). g est—elle continue en (0, 0) ?

X

Iyl

d) Montrer que g admet des dériveées partielles en (0, 0).

2. Déterminer les parties de R? sur lesquelles sont définies les fonctions suivantes :
X = _
a) (x.y) > x+§ b) (x,y) = In(L—xy) 0) (x.y) - (x* +y*)e™

Lorsqu’ elles existent, calculer les dérivées partielles de ces fonctions.



b)

Calculer les dérivées partielles de lafonction f définie sur R? par :
f(xy)=(x*-y)3x* -y).
Vérifier quef est de classe C*.

Ecrire le développement limité d’ ordre 1 def en (1, 1).
En déduire une valeur approchée de f(1.02, 0.99).

Soit f définie sur R? par f(x,y) = x* +y? +(3—-x-y)?.

Calculer les dérivées partiellesd’ ordre 1 def.

Calculer les dérivées partielles d’ ordre 1 de lafonction
g:(u,v)—> f(u+v,u-v)
—en appliquant laformule de dérivation d’ une fonction composee.
—enexplicitant g(u,v).

Soit f définie sur R? par f(x,y) = y° —3x°y.
Calculer les dérivées partiellesd ordre 1, f, (= g—f) e f, (= g—f).
X y

Calculer les derivées partielles d’ ordre 1 desfonctions f, et f,.

Calculer les dérivées partielles d’ ordre 2 des fonctions définies sur { (x, y) O R% y >0}
g:(xy) = x(Iny)® +y?
h:(x,y)— (Iny)? +2Iny+x2.
0°f
oxoy

Que peut—on dire d’ une fonction f telle que (x,y)=0"7?

Etudier les extrema de la fonction numérique définie sur R? par :
f(xy)=x*+xy+y?
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