Chapitre IV : suites et séries

1.  1°) Soit x ( ]1, 1[ et Sn(x) = 1 + x + ...+ xn.  Montrer que (Sn(x))n(N  est une suite  convergente et calculer sa limite (c'est une fonction de x).


2°) Etablir les résultats suivants (croissance comparée de an et nb) :

a > 1 et b > 0 ( 
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Application: limites on +( de : n2.(0,9)n ; 
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3°) Pour x ( ]1, 1[, calculer la limite de Tn(x) = 
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2.  1°) Soit x > 1. Démontrer : ln(1+x) ( x .

2°) Soit k dans ]0, 1[ et soit (un) définie par un = 
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a) Montrer que (un) est croissante.


b) Montrer que la suite (vn) définie par vn = In(un) est majorée.


c) Montrer que (un) est convergente.

3. Soit un = 1 + 
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, et vn = un + 
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Montrer que  (un) et (vn) sont deux suites adjacentes. On admet que  leur limite commune est le nombre e : 1 + 
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Ecrire un programme en turbo-pascal  qui  calcule et affiche une valeur approchée de e pour une précision fournie par l'utilisateur.

4. Constante d’Euler. Soit u et v les deux suites définies par :


un = 1 + 
[image: image12.wmf])
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vn = 1 + 
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1°) Montrer que u et v sont deux suites adjacentes. On sera amené à étudier les VARIATIONS, puis le SIGNE des fonctions f et g définies par :


f(x) = 
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g(x) = 
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2°) La limite commune des suites u et v est la constante d'Euler notée ( .Ecrire en turbo-pascal un programme qui  calcule et affiche une valeur approchée de ( pour une précision fournie par l’utilisateur ; à la calcu1atrice, donner une telle valeur approchée à 0,1 près.


Remarque: ( = 0,577 à 0,001 près. On ne sait pas si ( est  rationnel ou irrationnel.

5. ( un+1 = f(un) ) 1°) Montrer que pour tout x > 0 , on a : 0 ( ln(1+x) ( x. Cas d’égalité. 2°) Soit u la suite définie par u0 > 0 et, pour tout n dans N : un+1 = ln(1 +un). Montrer que la suite u est bien définie  (on montrera pour tout  n dans N, un est bien défini et un > 0) ; montrer que la suite u  est  décroissante;  en déduire qu’elle est convergente, et déterminer sa limite.

6. ( un+1 = f(un) ) Soit u la suite définie par : u0 = 
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 et, pour tout n ( N : un+1 = 
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1. Montrer que la suite u est bien définie et que, pour tout n dans N : 1/2  ( un ( 1.

2. Montrer que la suite u est monotone.

3. Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite.

7. ( un+1 = f(un) ) Soit u la suite définie par  u0 = 3/2 et pour tout n dans N : 




un+1 = 
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1°) Montrer successivement : (n ( N un > 
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 ; u est décroissante ; u est convergente ; puis déterminer sa limite. (On pourra introduire et étudier la fonction f telle que pour tout n dans N : un+1 = f(un).)

2°) Etudier le cas général u0 > 0.

8. ( un+1 = f(un) ) Soit u la suite définie par son premier terme u0 > 0 et la relation de récurrence (n appartenant à N) : un+1 = f(un),
avec f(x) = 
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1°) Etudier f  sur  R+*. Préciser  la position relative de Cf et D d’équation y = x. Tracer Cf et D.

2°) Montrer que la suite u est bien définie et que pour tout n dans N* : un ( 1.

3°) Montrer que la suite u est décroissante à partir de n = 1.

4°) Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite.

9.  (un+1 = f(un) , iscid 90) 1°) Etude d'une suite. Soit ( un nombre réel positif donné.

a) Montrer que les données : " u0 > 0 et, pour tout entier naturel n, un+1 = 
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 " permettent de définir une suite u.

b) Calculer un+1 ( 
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. En déduire que pour n ( 1, un est minoré par 
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c) Etudier le sens de variation de la suite u.

d) Montrer que la suite u est convergente et calculer sa limite.

e) Déterminer l'abscisse du point d'intersection, avec l'axe (Ox), de la tangente au point d'abscisse un à la parabole d'équation y = x2  (. Interpréter géométriquement la suite u.

2°) Algorithme de calcul de la racine carrée de (. Ecrire, en turbo-pascal, un programme qui reçoit la donnée du réel ( (( > 0), calcule les termes de la suite u correspondante et affiche à l'écran la valeur approchée de sa limite que permet  la précision de  la machine utilisée.

10.  (un+1 = f(un), isc 90) 1°) Etudier les variations de la fonction g définie par :




g(x) = x3  5x  1.

(En l'absence de calculatrices, on admettra que le maximum local de f est positif et que le minimum local de f est négatif.)

En déduire que l'équation x3  5x  1 = 0 possède trois racines a, b, c, avec a < b < c  Donner des valeurs approchées de a, b, c à 101 près. (On trouve : (2,2 ; (0,3 ; 2,3.)

2°) On considère  la suite u définie par son premier terme u0, et par la relation de récurrence :


(n ( N un+1 = 
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a)  Montrer que la suite u est monotone.


b) Si la suite u est convergente, quelles sont les valeurs possibles de sa limite ?


c) Etudier la suite u dans les trois cas particuliers suivants :


u0 = 3
;
u0 = 0
;
u0  = 3 .

11.  ( un+1 = f(un) ) Soit f définie par f(x) = ex/(ex+1).

1. Etudier les variations de la fonction f.

2. Soit g(x) = f(x)  x.

a. Etudier les variations de g. En déduire que l'équation f(x) = x admet   une unique solution notée (. Préciser la position de Cf par rapport  à  la   première bissectrice D.

b. Tracer Cf et D dans un repère orthonormé.

3. Soit u la suite définie par son premier terme u0 appartenant à R et par   la relation de récurrence un+1 = f(un).

a. Montrer que si u converge alors sa limite est (.

b. Montrer que la suite u est monotone.

c. On suppose u0 > (.  Montrer que la suite u est convergente.

d. Etudier les cas u0  = (, u0 < (.

e. Conclure.

4. Ecrire en turbo-pascal un programme qui calcule et affiche les N premiers termes de la suite u.  N et u0 sont fournis par l'utilisateur.

12.  (suite définie implicitement, escp 90) Soit f la fonction définie sur  [0, +([ par 



f(t) = ln(1 + t) + 
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1.  a. Montrer que la fonction f est strictement croissante.

b.  Déterminer  la  limite  du  rapport f(t)/t lorsque t tend vers +(.   Tracer la courbe représentative de f.

2. Soit n un nombre entier naturel non nul. On considère l'équation (En) : f(t) = 1/n.

a.  Montrer  que  l'équation  (En)  admet une solution an, et une seule.   Donner des valeurs approchées de a1 et a2 à 102 près.

b.  Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque. Dresser le   tableau de variation de  f 1 et tracer la  courbe  représentative  de  cette   fonction.   En déduire le sens de variation et la limite de la suite (an).

c.  Déterminer  la  limite  du rapport f(t)/t lorsque t tend vers 0 par   valeurs strictement positives.   En déduire la limite de la suite (nan).

13.  (suite définie implicitement) Soit  a un nombre réel strictement positif.  Pour tout nombre 
  entier   naturel non nul n, on considère la fonction polynomiale Pn définie  par  la   
  relation:





Pn(x) = 
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1°)  Montrer  que  l'équation  Pn (x)  = 0 admet une solution positive et une   seule, que l'on notera xn.  Montrer que xn < a.

2°)  Etudier  le  signe  de  Pn+1 (xn).   En  déduire que la suite (xn)n(1 est   monotone.

3°)  Montrer  que  la  suite  (x n)n(1  est convergente. On note 
[image: image27.wmf]l

 sa limite.

Prouver que 0 ( 
[image: image28.wmf]l

 < 1.

4°)  Montrer  que pour tout nombre entier naturel non nul n le nombre xn est   solution de l'équation:





xn+1  (a+1)x +a = 0

En déduire que: 
[image: image29.wmf]l

 = a/(a+1)   .

Séries

15.  Quelle est la valeur de 0,99999.... ? et de 1,11111.... ? et de 0,142857142857142857.... ?
16.  Déterminer deux nombres réels a et b tels que : (n ( N \{0,1} 
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17.  Soit un = 
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1°) Déterminer trois nombres réels a, b, c tels que pour tout n > 3 on ait :


un = 
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2°) en déduire que la suite (Sn)n>1 est convergente  et donner sa limite. Que peut-on dire  de la 
série de terme général uk, k appartenant à N* ?

18.  Soit up = 
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1°) Déterminer a et b tels que up = 
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2°) Calculer Sn = 
[image: image38.wmf]å
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19.  1°) Calculer les sommes suivantes : 
[image: image39.wmf]å

¥

=

-

0

n

n

n

3

)

1

(

,      
[image: image40.wmf]å

¥

=

1

k

k

3

k

,       
[image: image41.wmf]å

¥

=

1

k

k

2

3

k

,     
[image: image42.wmf]å

¥

=

+

+

0

n

2

n

)!

1

n

(

2

.


2°) Etudier la convergence des séries de terme général suivant :


(2)k ; (0,3)k ; 
[image: image43.wmf]2

n

n

 ; 
[image: image44.wmf]2

)

3

n

(

1

n

+

+

 ; 
[image: image45.wmf]1

n

)

n

sin(

.

n

3

+

 ; 
[image: image46.wmf]2

n

n

)

1

(

-

 ; en ; 
[image: image47.wmf]!

n

10

n

 ; 
[image: image48.wmf])!

1

n

(

10

n

+

.

20.  (inseec) Soit (un) et (vn) les deux suites définies par : 

un = 
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v1 = 1 et (n >2 vn = 1 + 
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1°) Trouver deux réels a et b tels quel pour tout n supérieur ou égal à 2 :
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 pour tout n ( 2. En déduire: (n ( N vn = 2 – 1/n. 

2°) Montrer que (un) est croissante et que (n ( N* un < vn. En déduire que (un) converge.

3°) soit n ( N et t ( [0, 1[ ; montrer : 
[image: image53.wmf]t

1

1

-

  = 1 + t + t2 + ... + tn + 
[image: image54.wmf]t

1

t

1

n

-

+

.

21.  (H EC math2 91) x désigne un réel appartenant à ]0, 1[. 

1°) Pour tout entier naturel  n, on pose s(n,0) = 1 + x + x2 + ... + xn. Calculer s(n,0) et sa limite quand n tend vers +(.

2°) Pour tout entier naturel n on pose: s(n, 1)=1 + 2x + 3x2+ ... + (n+l)xn

a) Déterminer la limite de la suite (nxn) lorsque n tend vers +(.

b) Exprimer (1x)s(n,l) à l'aide de s(n,0) et en déduire la limite de s(n,l) quand n tend vers +(.

c) Retrouver ce résultat à l’aide de la dérivation.

3°) Plus généralement, pour tout couple (n, r) de nombres entiers naturels, on pose :


s(n, r) = 
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a) on suppose que n et r sont non nuls. On rappelle que, si  r < n, on a :
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  . Déduire de ce dernier résultat que :





(1 – x).s(n, r) = s(n, r –1)  
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b) Déterminer les limites des suites de termes généraux nr.xn  et 
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 lorsque n tend 

vers +(. En déduire par récurrence que, lorsque n tend vers +(, s(n,r) tend vers 




s(r)  = 
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22.  (HEC math2 92) 1°) Pour n, k entiers naturels non nuls, on pose uk =1/k,  Un = 
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Montrer que pour tout x ( 0, on a: x ( ln(l+x) ; En déduire: Un (  ln(n+1) et 
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2°) On pose vk = uk –uk+1 et Vn = 
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a) Exprimer Vn en fonction de un+1 et déterminer 
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b) En déduire la somme de la série de terme général 
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3°) On pose wk = vk – vk+1 et Wn = 
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23.  (extrait de escl 2002 ; voir chapitre VIII) On admet, pour tout entier naturel k et pour tout réel x de [0 ; 1[, que la série 
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a) Vérifier, pour tout réel x de  [0 ; 1[ : 
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b) Pour tout couple d'entiers naturels (n, k) tel que k < n, montrer : 
[image: image72.wmf]1

k

n

k

n

1

k

1

n

C

C

C

+

+

+

+

=


c) Pour tout entier naturel k et pour tout réel x de  [0 ; 1[, déduire de la question précédente :

sk+1(x) = xsk(x) + x sk+1(x).

d) Montrer, par récurrence :
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Annales  em Lyon (ex ESCL)

· escl 88 Soit f définie par f(x) = x  
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1°) Calculer f ' et f ''. Etudier les variations de f '. Montrer que l'équation f '(x) = 0 admet une seule solution ( et que 1,3 < ( < 1,2. En déduire le sens de variation de f. Etudier les limites de f en +( et (. Préciser les branches infinies de Cf. Tracer Cf.

2°) Soit u la suite définie par u0 = 0 et (n ( N un+1 = f(un). Montrer que pour tout entier n > 0, on a  1 < un < 0 et que la suite u est décroissante. Trouver sa limite.

· escl 89 soit f définie par f(x) = 
[image: image75.wmf]x

2

x

-
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1°)  a) Etudier les variations de f. Préciser les tangentes à C aux points d'abscisses 0 et 1.



b) Démontrer : ( x ( I  f(x) ( x. Cas d'égalité ?



c) Tracer C et P d'équation y = x.


2°) a) Démontrer que f réalise une bijection de [0, 2[ sur [0, +([.



b) Expliciter f et tracer sa courbe représentative dans le même repère que f


3°) On considère la suite u définie par un = f(un).



a) Montrer : (n ( N un ( [0, 1]. 



b) Prouver que u est croissante.



c) Démontrer que u converge et calculer sa limite.

· d'après escl 90  On considère la fonction f définie sur [0, 
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 ] par : 



f(x) = 1 ( 
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1°) a) Calculer  la fonction dérivée f '  de f, et dresser le tableau de variations de f. En déduire que, pour tout x de l'intervalle [0, 
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 ], f(x) est compris entre 0 et 
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. (On donne f((/2) ( 0,37.)
b) Démontrer que l'équation f(x) = x admet dans  une unique solution que l'on notera (. 

(On pourra étudier la fonction g définie par g(x) = f(x)  x.)

2°) On considère la suite u définie par : u0 = 0 et (n ( N un+1 = f(un).

Montrer que u0  ( ( ( u1 et que, pour tout entier naturel n u2n ( ( ( u2n+1.

*3°) Montrer que pour tout x dans [0, 
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 ], (f '(x)(( 1/2. En utilisant la formule des accroissements finis, en déduire : (n ( N    (un+1  (( ( 
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*4°) En s'inspirant du 2°) ou du 3°), écrire un programme en turbo-pascal  qui affiche une valeur de ( (variable de sortie alpha) à moins de 
[image: image84.wmf]e

 près ( 
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 réel positif, variable d'entrée epsilon). alpha et epsilon sont de type real .

· escl 91     Soit f la fonction définie par f(x) = x2 + 4x + 2.


1°) Etudier f.  Discuter suivant  les valeurs du paramètre m le nombre de solutions de l'équation 
f(x) = m. Résoudre f(x) = 1.

2°) On considère la suite u définie par la donnée de u0 ( R, et la relation de récurrence :

 un+1 = un2 + 4un + 2 pour tout entier naturel n. On rappelle la définition suivante: une suite v est dite stationnaire Si elle vérifie :



( N ( N   ( n ( N   (n ( N ( vn+1 = vn  ).

Montrer qu'il  existe trois valeurs de u0 pour lesquelles la suite u est stationnaire.

3°) Montrer que, pour tout entier naturel n : un+1 = (un + 2)2. En déduire la nature de la suite u suivant la valeur de u0.

· escl 93     Soit f : R( R   ; x  (
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1°) Etude de f.

a) Former le tableau de variation de f.

b) Résoudre l'équation f(x) = x, l'inéquation f(x) < x.

c) Tracer Cf dans un repère orthonormé d'unité 5 cm  et préciser la position relative de Cf et de la première bissectrice.

2°) Etude d'une suite récurrente u : 
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a) Que dire de (un) si u0 = 1 ou u0 = 0 ?

b) on suppose u0 < 1.  Montrer que : (n ( N un < 1 ; u est croissante ; u converge  vers un réel que l'on déterminera.

c) On suppose 1 < u0 < 0.  Montrer que u converge et déterminer sa limite.

d) On suppose 0 < u0. Sans donner de démonstration,  quel  résultat obtiendrait-on sur la convergence de la suite u dans ce cas ?

·  escl 94 On considère la fonction f définie sur [0, +([ par : f(x) = 2. 
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1°)   a) Dresser le tableau de variation de f.


b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ?


c) Donner l’allure de la courbe représentative de f dans un repère orthonormé. On prendra 
((2/e) ( 0,85.

2°) a)  Montrer que l’image par f du segment [0, 1/2] est le segment [0, ((2/e)].


 b)  On définit la fonction ( : [0,1/2]  ( [0,((2/e)]






          x (  2. 
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Démontrer que ( admet une fonction réciproque, que l’on notera g.


Dresser le tableau de variations de g.


c)   Démontrer que g est dérivable en tout point de l’intervalle ouvert  ]0, ((2/e)[.


La fonction g est-elle dérivable en 0 ? en ((2/e) ?

3°)  a) Soit un entier supérieur ou égal à 2. Démontrer que l’équation d’inconnue x :






((x) = 
[image: image90.wmf]n
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admet une solution unique dans le segment  [0, 
[image: image91.wmf]2

1

] . On note an cette solution.


 b) Montrer que la suite (an)n(2 est décroissante.


 c) Montrer que la suite (an)n(2  converge vers 0.

· escl 95  Soit f :  [0, +([ ( R     ,      x   ( x.ln(1 + x). 

On considère la suite u  définie par u0 ( [0, +([ et, pour tout n de N, un+1 = f(un).

1°) a) Montrer que f est de classe C2 sur [0, +([ et calculer pour tout x de [0, +([, f '(x) et 

f ''(x).




b) Etudier les variations de f ', puis celles de f.


c) Tracer la courbe représentative de f dans un repère orthonormé.

2°) Résoudre l'équation f(x) = x, d'inconnue x appartenant à [0, +([.

3°) On suppose dans cette question 3 : u0 ( ]e  1, +([


a) Montrer que pour tout n de N : e  1 < un < un+1. 


b) En déduire que un tend vers +(  lorsque n tend vers +(.

4°) On suppose dans cette question 4 : u0 ( ]0, e  1[.  Etudier la convergence de u.

· escl 96 Soit f la fonction définie sur R par f(x) =  
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1°) a) Montrer que la fonction f est paire. Etudier les variations de f et tracer sa courbe  représentative dans un repère orthogonal (O ; i, j). (Unités : 2 cm sur l'axe des abscisses, 10 cm sur l'axe des ordonnées.)


b) Montrer qu'il existe un unique réel 
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 tel que f(
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) = 
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.Justifier : 0 < 
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 < 1/2.


c) Montrer, pour tout réel x : (f '(x) ( ( f(x) (1/2.  

2°) On définit la suite de réels  u par : u0 = 0 et (n ( N un+1 = f(un).
a) Montrer,  pour tout entier naturel n : un ( [0, 1/2]. On donne 
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b) Montrer, pour tout entier naturel n:(un+1  
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( ( 
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(, puis (un  
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c) En déduire que la suite u  converge vers 
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.


d) Déterminer un entier naturel n tel que un soit une valeur approchée de 
[image: image104.wmf]l

 à 0,5.103 près. En déduire une valeur approchée décimale de 
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 à 103 près.


*e) Ecrire un algorithme en turbo-pascal qui affiche une valeur approchée de 
[image: image106.wmf]l

 à moins de precision près. precision est un nombre réel fourni par l'utilisateur.

· escl 97  (également fonctions de deux variables)  Le but de l'exercice est l'étude des extremums de la fonction f : R2 ( R, x ( x2  2xy + 2y2 + ex.

A.    1 . Etablir que l'équation ex = x, d'inconnue x ( R, admet une solution et une seule. 


 2. Montrer qu'il existe (x0,y0) unique tel que
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et établir :
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3. Montrer que f admet un extremum en (xo,yo). Est-ce un minimum ou un maximum ?

B. On note  g : [0, +([ ( R

x(  
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1. Montrer que l'équation g(x) = x, d'inconnue x ( [0 ; +( [ , admet une solution et une  seule, que celle-ci est x0, et que 
[image: image110.wmf]1

x

2

1

0

<

<

 .

2. Former le tableau des variations de g et tracer sa courbe représentative (repère orthonormé, unité : 5 cm).

On considère la suite (un )n(N , définie par u0 = 0 et, pour tout n de N, un+1 = g(un).

3. Etablir que la suite (un )n(N est croissante et converge vers x0.

4.  a. On donne g'(1/2) ( 0,025 ; g'(1) ( (0,12428. Montrer : (x ( [
[image: image111.wmf]]
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, |g'(x)|  ( 0,125, où g' désigne la dérivée de g.


b. Etablir : (n ( N* , (un  x0( ( (0,125)n  1(0,5.

c. En déduire une valeur approchée décimale de x0 à 108  près.


d. Montrer que f(x0,y0) =
[image: image112.wmf]0
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,et en déduire une valeur approchée décimale à 107près de f(x0,y0).


*e. Ecrire un algorithme en turbo-pascal qui calcule et affiche une valeur approchée de f(x0,y0) à moins de epsilon près. epsilon est un nombre réel positif fourni par l'utilisateur. 

(
escl 2001. On considère l'application f : [0 ; +([ ( R, définie, pour tout x ( [0 ; +([, par :
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1°) a)  Montrer que f est continue sur [0 ; +([.

b) Montrer que f est de classe C1 sur ]0 ; +([. Pour tout x ( ]0 ; +([, calculer f '(x).

c) Montrer que f(x) tend vers (1/2 lorsque x tend vers 0.

d) En déduire que f est de classe C1 sur [0 ; +([.

e) Déterminer : limx(+( f '(x).

2°) a) Montrer que f est de classe C2 sur ]0 ; +([ et que :
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b) Etudier les variations de la fonction g : [0 ; +([ ( R, définie, pour tout x ( [0 ; +([, par :



g(x) = xex (2ex + x + 2.

En déduire : (x ( ]0 ; +([, f ''(x) > 0.

c) En déduire le sens de variation de f. On précisera la limite de f en +(. Dresser le tableau de variation de f.

d) Tracer l'allure de la courbe représentative de f.

3°) On considère la suite (un)n(N définie par u0 = 0 et : (n ( N, un+1 = f(un).

a) Montrer :



(x ( [0 ; +([, |f '(x)| ( 1/2    et     0 ( f(x) ( 1.

b) Résoudre l'équation f(x) = x, d'inconnue x ( [0 ; +([.

c) Montrer : 



(n ( N, (un+1 (ln 2 | ( 
[image: image115.wmf]2
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 |un ( ln 2 |.

d) Etablir que la suite (un)n(N converge et déterminer sa limite.

(     escl 2002, extrait ; voir chapitre VI. On considère, pour tout n ( N*, la fonction polynomiale :

 Pn : [0 ; +([ ( R définie, pour tout x appartenant à [0 ; +([, par :
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1°)   Montrer, pour tout n (N* et tout x ( [0 ; +([ : 
[image: image117.wmf]1
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, où Pn désigne la dérivée de Pn.

2°) Etudier, pour n ( N*, les variations de Pn sur [0 ; +([ et dresser le tableau de variations de Pn.

3°) Montrer, pour tout n ( N* : Pn(1) < 0.

4°) a) Vérifier, pour tout n ( N* et tout x ( [0 ; +([ : 
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b) En déduire, pour tout n ( N* : Pn(2) ( 0.

5°) Montrer que, pour tout n ( N*, l'équation Pn(x) = 0, d'inconnue x ( [1 ; +([, admet une solution et une seule, notée xn, et que 1 < xn ( 2.

6°) Ecrire un programme en langage Pascal qui calcule et affiche une valeur approchée décimale de x2  à 10(3 près.

( escl 2003, extrait ; voir chap VIII. On considère, pour tout entier n tel que n ( 1, l’application 

   hn : ]0,+([ —> R définie par : (x ( ]0, +([, hn(x) = 
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(n : ]0,+([ —>R définie par : 
(x ( ]0, +([, (n(x) = e(x ( x2n(1

1. a.Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, (x ( ]0, +([, hn(x) = 0 ( (n(x) = 0.

b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, l’équation hn(x) = 0, d’inconnue 

    x ( ]0,+([, admet une solution et une seule, notée un, et que : 0 < un <1.

      2. 
a. Montrer, pour tout entier n supérieur ou égal à 1 : lnun = 
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b. En déduire : 
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Annales ESC

( esc 2000 1. Soit f la fonction définie sur R par      f (x) = 
[image: image122.wmf]1
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On désigne par C sa courbe représentative dans un repère orthonormé.

(a) Etudier les variations de f ainsi que ses limites en ( et +(.

(b) Calculer une équation de la tangente T à C à l'abscisse 0.

(c) Etudier la position relative de C et de T. Préciser les points d'intersection.

(d) Construire C et T.


2. On considère la suite définie par : 
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(a) Soit p un entier naturel non nul. Montrer que f(
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(b) En déduire par récurrence que pour tout n ( N, 0 < un ( 
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(c) Calculer 
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3.  (a) Vérifier que : 
[image: image130.wmf]n

n

1

n

u

1

1

u

u

1

+

+

=

+

.

(b) En déduire, par récurrence et à l'aide du 2.(b) que : pour tout n ( 1, 
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4.  (a) Justifier l'inégalité pour tout entier k ( 2, 
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(b) En déduire que pour n ( 2, 
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  ln(n), puis que : pour n ( 2, 
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(c) A l'aide des résultats précédents, calculer 
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( esc 2001. On considère la fonction f définie sur [0 ; 1] par f(x) = 2 x ex.

1°) Montrer que f réalise une bijection de [0 ; 1] sur un ensemble que l'on déterminera.

On note f(1 la bijection réciproque de f. Donner le tableau de variations de f(1.

2°) Vérifier qu'il existe dans[0 ; 1] un et un seul réel noté ( tel que ( e( = 1. Montrer que ( ( 0.

On définit la suite (un)n(N par :
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3°) Montrer que pour tout entier naturel n, un existe et un ( ]0 ; 1].

4°) a) Montrer que pour tout réel x de [0 ; 1], f(x) ( x  ( 0. Vérifier que l'égalité ne se produit que pour x = 0.

b) En déduire que la suite (un)n(N est strictement décroissante.

Montrer que la suite (un)n(N est convergente et a pour limite 0.

5°) On se propose de préciser ce résultat en déterminant un équivalent de un. On pose, pour tout entier naturel n : 
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a) Montrer que pour tout entier naturel n : 
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b) En déduire par récurrence sur l'entier naturel n : 
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c) Montrer que 
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, et en déduire que la série de terme général un est convergente. On note L sa somme. Montrer que ( ( L ( 2.

d) Montrer finalement que 
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Annales EDHEC

( edhec 95, ex 1  n désigne un entier supérieur ou égal à 1.

   On considère la fonction fn  définie, pour tout réel x, par : fn(x) = x5 + nx – 1.

1. Etudier les variations de fn.

2. En déduire que, pour tout n entier supérieur ou égal à 1, il existe un  unique réel un tel que fn(un) = 0.

3. Montrer que un ( 
[image: image142.wmf]n
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 . En conclure que la suite (un) est convergente et donner sa limite.

4. Calculer limn(+((nun) et en déduire que un (+(  
[image: image143.wmf]n
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5. Déterminer un équivalent simple de 
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 ( un lorsque n est au voisinage de +(.

( edhec 96, problème. Partie I. On considère la fonction f définie sur R*+ , par f(x) = x ( ln(x).

   1°) Etudier f et résumer cette étude par un tableau de variations.

   2°) Etudier le signe de f(x)  x , pour tout réel x strictement positif.

Partie II.  On considère l'algorithme suivant :


Program iter ;

Var n, k : integer ;


a, u, p : real ;


Function f(x : real) : real ;



Begin




if x > 0 then f := x  ln(x) ;



End ;


Begin



Readln(n,a) ; u := a ; p := a ;



For k := 1 to n do begin



u := f(u) ;



p := p*u ;



end ;



Writeln(u, p) ;


End.
1°) Dans le cas particulier où n = 3 et a = 2, donner les valeurs approchées à 104 près par défaut des contenus des variables u et p à la fin de l'algorithme.

Dorénavant, dans le cas général, on note un et pn les contenus respectifs des variables u et p   à la fin de l'algorithme, lorsque leur calcul est possible.

2°)  a. Pour quelles valeurs de a peut-on définir la suite (un)n(N  dont le premier terme est u0 = a, et dont le terme général un est calculé par l'algorithme précédent ?

     b. Pour les valeurs de a trouvées ci-dessus, donner en fonction de n le nombre d'appels de fonction utilisés au cours de cet algorithme, ainsi que le nombre de soustractions, de multiplications et d'affectations nécessaires au calcul de u et de p.

  NB : le symbole := utilisé dans l'écriture "for k := 1 to n" ne sera pas considéré comme une   affectation, mais chaque appel de fonction nécessite une affectation (f:= ) et une soustraction.

3°) Lorsque la suite (un)n(N est bien définie, écrire, pour tout entier naturel n, la relation liant un+1 et un.

4°) Pour quelle valeur de a la suite (un )n(N est-elle constante ?

5°) On suppose, dans cette question que a > 1 .

   a. Montrer que, pour tout entier naturel n : un > 1 .

   b. Etudier les variations de la suite (un)n(N 

   c. En déduire que (un )n(N  converge et donner sa limite.

6°) On suppose, dans cette question, que 0 < a < 1 .

   a. Montrer que u1 > 1 .

   b. En déduire que (un)n(N est convergente et donner sa limite.

Partie III   1°) En considérant ln(pn ), exprimer pn en fonction seulement de a et un+1 ,puis calculer    
[image: image145.wmf]n

n

p

lim

+¥

®

.

2°) Ecrire alors un nouvel algorithme en Turbo Pascal, ne contenant aucune multiplication et permettant le calcul de pn.

Partie IV   Dans cette partie, on choisit a > 1 .

  On pose, pour tout entier naturel n : vn =
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1°) Vérifier que la suite (vn)n(N est bien définie.

2°) a. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : un+2 ln(un) ( vn ( un+1 ln(un).

      b. En déduire que vn est équivalent à ln(un) quand n tend vers +(.

· edhec 97 ex 1    Pour tout entier naturel n non nul, on note fn la fonction définie par :  




(x ( R*+ fn(x) =  x  n.ln(x).

1) a. Etudier cette fonction et dresser son tableau de variations.

    b. En déduire, lorsque n est supérieur ou égal à 3, l'existence de deux réels un et vn solutions de l'équation fn(x) = 0 et vérifiant 0 < un < n < vn .

2) Etude de la suite (un).

a. Montrer que : (n ( 3, 1 < un < e.

b. Montrer que fn (un+1 ) = ln(un+1 ), puis en conclure que (un ) est décroissante.

c. En déduire que (un) converge et montrer, en encadrant ln(un ), que 
[image: image147.wmf]n

n

u

lim

+¥

®

= 1.

d. Montrer que 
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 = 1 ; en déduire que un  1 est équivalent  à 1/n quand n tend vers +(.

3) Etude de la suite (vn ).

a. Calculer 
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b. Calculer fn(nln(n)) puis montrer que : (n ( 3  n ln(n) < vn.

c. Soit la fonction g, définie par : (x ( R  g(x) = x  2ln(x). Etudier g et donner son signe. En déduire que : (n ( N n > 2ln(n).

d. En déduire le signe de fn (2n ln(n)), puis établir que : nln(n) < vn < 2n ln(n).

e. Montrer enfin que vn est équivalent  à n ln(n) lorsque n tend vers +(
( edhec 97 ex2  Pour tout entier naturel n non nul, on pose  un = 
[image: image150.wmf]p
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 , où p désigne un entier naturel fixé.

1) Montrer que si p = 0 ou si p = 1, la série de terme général un diverge.

On suppose dans toute la suite que p est supérieur ou égal à 2 et on pose Sn = 
[image: image151.wmf]å
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2) a. Montrer que : (n ( N  (n + p + 2)un+2 = (n + 2)un+1. 

    b. En déduire, par récurrence sur n, que  Sn = 
[image: image152.wmf][
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3) a. On pose vn = (n + p)un. Montrer que la suite (vn) est décroissante.

    b. En déduire que la suite (vn ) converge et que sa limite 
[image: image153.wmf]l

 est positive ou nulle.

    c. Utiliser les résultats précédents pour montrer que la série de terme général un 
        converge et donner sa somme en fonction de p et  
[image: image154.wmf]l

.

4) On suppose, dans cette question seulement, que 
[image: image155.wmf]l



 EMBED Equation.3  [image: image156.wmf]¹

0.

a. Montrer qu'au voisinage de +(,  un est équivalent à 
[image: image157.wmf]l

/n.

    b. En déduire une contradiction avec le résultat de la troisième question.

5) Donner la valeur de 
[image: image158.wmf]l

 et en déduire, en fonction de p, la somme de la série de terme   
    général un.

· edhec 99 problème, partie 1    On pose, pour tout élément n de N* : un = 
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1) a. Montrer que : ( p ( N* ,
[image: image160.wmf]ò
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b. En déduire que : ( n ( N* , un ( 1 + ln(n).

2) On considère la fonction (1 définie sur R+ par : 
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Montrer que (1 est continue sur R+.

3) Pour tout réel x positif et pour tout entier naturel n non nul, on pose : (n+1(x) = 
[image: image163.wmf]dt
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(On rappelle que (1 a été définie à la question 2.)

a. Montrer que pour tout élément n de N* la fonction (n est parfaitement définie et continue sur R+. Que vaut (n(0) ?

b. Vérifier qu'il existe deux suites (an)n(N* et (bn)n(N* telles que :



( n ( N* , ( x ( R*+    (n(x) = xn (an + bn ln x ).



On montrera  que : ( n ( N* an+1 =
[image: image164.wmf]2
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   et     bn = 
[image: image165.wmf]1
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4) Ecrire un programme en turbo Pascal qui calcule et affiche les n premiers termes de chacune des suites (an)n(N* et (bn)n(N* pour une valeur de n entrée par l'utilisateur.

5) Calculer bn.

6) Pour tout élément n de N*, on pose : cn = n! an.
[image: image166.wmf]
a. Montrer que cn = 2  un.

b. En déduire que pour tout entier n supérieur ou égal à 2 : (cn ( ( 1 + ln(n).

c. Conclure que 
[image: image167.wmf]+¥
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d. Montrer enfin que la série de terme général an est absolument convergente.

(  edhec 2000 Pour tout entier n supérieur ou égal à 1, on définit la fonction fn par : 

(x ( R+ fn (x) = xn + 9x2  4.

1) a. Montrer que l'équation fn(x) = 0 n'a qu'une seule solution strictement positive, notée un.

b.
Calculer u1 et u2.

c.
Vérifier que : (n ( N* un ( ]0, 
[image: image168.wmf]2
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2) a. Montrer que, pour tout x élément de ] 0, 1 [, on a : fn+1(x) < fn(x). 

b.
En déduire le signe de fn(un+1), puis les variations de la suite (un).

c.
Montrer que la suite (un) est convergente.  On note ( sa limite.

3) a. Déterminer la limite de (un)n lorsque n tend vers +(.

b.
Donner enfin la valeur de (.

4) Montrer que la série de terme général 
[image: image169.wmf]2
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(   edhec 2001, problème. Partie 1. On pose, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, 

vn = 
[image: image170.wmf]n
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1) Montrer que : 
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2) En déduire que : 
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Partie 2

On considère une suite (un) définie par son premier terme uo = 1 et par la relation suivante, valable pour tout entier n : 
[image: image173.wmf]n
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a. Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est parfaitement défini et strictement positif.

b. En déduire le sens de variation de la suite (un).

1) a. Pour tout entier k, exprimer 
[image: image174.wmf]222
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b. En déduire que :
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c. Montrer que: 
[image: image176.wmf]1
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. En déduire la limite de la suite (un).

2) a. A l’aide du résultat précédent, montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2 : 
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     b. En utilisant la partie 1, établir que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, 
[image: image178.wmf]2

)

1

n

ln(

2

5

n

2

u

2

n

-

+

+

£

.

c. En déduire finalement que 
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Partie 3

1) Ecrire un programme en Turbo Pascal permettant de calculer et d’afficher un lorsque l’utilisateur entre la valeur de n au clavier.

2) a. Ecrire un deuxième programme, toujours en Turbo Pascal, qui permette de déterminer et d’afficher le plus petit entier naturel n pour lequel 
[image: image180.wmf]n
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b. On donne ln2 < 0,70 et ln5 < 1,61. En déduire un majorant de ln 5000.

c. Montrer que l’entier n trouvé en 2a) est compris entre 4995 et 5000.

( edhec 2003 ; également étude de fonction.

1) Montrer que : (x(IR *, 

 > 0.

On considère la fonction  f  définie sur IR  par 


2) Montrer que  f  est continue sur IR .

3) Montrer que  f  est de classe C 1 sur ] – (, 0 [ et sur ] 0, + ( [, puis préciser  f ’ (x) pour tout 
    x de IR *.

4) a.  Montrer que 

 f ’ (x) = 

.

    b.  En déduire que  f  est de classe C 1 sur IR  et donner  f ’ (0).

5) a.  Étudier les variations de la fonction g définie par : (x(IR , g(x) = x ex – ex + 1.

    b.  En déduire le signe de g(x), puis dresser le tableau de variations de f (limites comprises).

On considère la suite (un) définie par la donnée de son premier terme u0 > 0 et par la relation, valable pour tout entier naturel n : un +1 =  f (un).

6) Montrer que (n(IN , un > 0.


7) a.  Vérifier que  f (x) – x =  f (– x).

    b.  En déduire, pour tout x de IR

,  le signe de  f (x) –  x .

    c.  Montrer que la suite (un) est décroissante.

8)  En déduire que (un) converge et donner sa limite.

9) Écrire un programme Pascal permettant de déterminer et d’afficher le plus petit entier 
    naturel n pour lequel  un ( 10 –3, dans le cas où u0 = 1.

Annales ECRICOME

( ecricome  95 Pour x dans R on pose : f(x) = x3 + 5x  ( 1  .

1°) a) Etudier les variations de f sur R.


 b) Montrer que l'équation x3 + 5x ( 1  = 0 admet une unique  solution  a dans R.


 c) Etablir que 0 < a < 1/2 .

2°) Le plan étant rapporté à un repère orthonormal  (0, i, j), on note (C) la courbe représentative de f dans ce repère.

MO  est  le point de (C) d'abscisse 1.  La  tangente à (C) au point Mo coupe   l'axe (O, i) en un point d'abscisse x1. Soit M1 le point de (C)  d'abscisse   x1.  En  traçant  la  tangente  à  (C)  au  point M1 on détermine de façon  analogue le point M2. On construit ainsi par récurrence une suite  (Mn)  de  points de (C). On désigne enfin par xn l'abscisse du point Mn.


Etablir que :  (n ( N           xn+1 = 
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3°) a) Pour x dans R, on pose :  g(x) = 2x3  3ax2 + 1   5a ,   où a est le nombre défini dans la question 1)b). Etudier les variations de g sur R.   Exprimer, pour n dans N, xn+1  a à l'aide de g et de xn.   Etablir que : (n ( N   xn > a.


b) Montrer que la suite (xn) est strictement décroissante. En déduire qu'elle est convergente. Quelle est sa limite ?

4°) a) Pour n dans N, on pose : u = (xn+1  a)  (xn  xn+1).  Exprimer, pour n dans N, un à l'aide de a et de xn.


b) Pour x dans R, on pose : h(x) = x3  3ax2  5x +2 5a.   Etudier les variations de h sur [0, 1].


c) Etablir que : (n ( N     xn+1  a  < xn  xn+1.   

5°) a) Ecrire en PASCAL un programme qui calcule xn et xN+1 où N est le plus petit entier n pour le quel la condition  (xn  xn+1( ( 105 est réalisée.


b) Expliquer  pour  quoi  un  tel programme permet d'obtenir une valeur approchée de a à 10(5 près.

( ecricome 96  On désigne par n un entier naturel non nul, et l'on se propose d'étudier les racines de l'équation : 

ln(x) + x  = n    (En )

À cet effet, on introduit la fonction f de la variable réelle x définie sur R+*  par : f(x) = ln(x) + x 

1. Existence des racines de (En).

1.1 Etudier les variations de la fonction f. Montrer que f est une bijection de R+* sur R. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, (En) admet une racine et une seule, xn, et que la suite (xn)n(N* est strictement croissante.

1.2. Donner la valeur de x1. Trouver, à l'aide de la calculatrice, une valeur approchée de x2 à 102 près , et déterminer l'entier naturel p tel que : p/100 ( x2 ( (p+1)/100.

1.3 Représenter la fonction f relativement à un repère orthonormal du plan  (unité graphique: 2 cm).

2. Etude de la convergence de (xn)n(N*.

2.1. Montrer que : (x ( R+*   ln(x) < x. 

2.2  Prouver que l'on a : (n ( N*      n/2 ( xn ( n.

2.3 Quelle est la limite de xn quand n tend vers +( ?

3.  Comportement asymptotique de (xn)n(N*.

3.1  Montrer que 
[image: image182.wmf]n
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 tend vers 0 quand n tend vers +(. En déduire que xn est équivalent à n quand n tend vers +(.

3.2 Calculer la limite de xn+1  xn quand n tend vers +(
3.3 On pose : (n ( N* un = 
[image: image183.wmf])
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b. Quelle est la limite de un quand n tend vers +oc ?

c. Prouver alors que  1  un est équivalent à 1/n quand n tend vers +(.

4. En déduire qu'il existe une fonction 
[image: image185.wmf]e

 ayant une limite nulle en zéro telle que, pour tout  entier supérieur ou égal à 2, on ait :

xn = n  ln(n) + 
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· ecricome 99 Préliminaire Soit (xn) une suite numérique qui vérifie, pour tout entier naturel n, la relation :




xn+2 = 
[image: image187.wmf]3
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xn + 
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xn+1.

Montrer que 
[image: image189.wmf]+¥

®

n

lim

xn = 0. (On donne : 
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 = 0,77 à 102 près par excès et 
[image: image191.wmf]6
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 = (0,44 à 102 près par défaut.)

a et b sont deux réels supérieurs ou égaux à 1. On étudie la suite numérique (un) définie  par :

u0 = a , 
u1 = b , 
et, pour tout entier naturel n :

 un+2 = 
[image: image192.wmf]1
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Question 1. 1 a) Montrer que pour tout entier naturel n, un est bien défini et vérifie un  ( 1.

1 b) Montrer que la seule limite possible de la suite (un) est 4.

1 c) Ecrire un programme en turbo-pascal qui calcule et affiche la valeur de un pour des valeurs de a et b réelles supérieures ou égales à 1 et de n entier supérieur ou égal à 2, entrées par l’utilisateur.

Question 2. On se propose d’établir la convergence de la suite (un) par l’étude d’une suite auxiliaire (vn) définie, pour tout entier naturel n, par : vn = 
[image: image193.wmf]n
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2 a) Montrer que si 
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®

n

lim

 vn = 0, alors 
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2 b) Vérifier que, pour tout entier naturel n : vn+2 = 
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En déduire que (vn+2 (( 
[image: image197.wmf]3
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2 c) On note (xn) la suite définie par  x0 = (v0 (,  x1 = (v1 ( et, pour tout entier naturel n, 

xn+2 = 
[image: image198.wmf]3

1

 xn + 
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 xn+1. Montrer que pour tout entier naturel n, (vn ( ( xn et conclure quant à la convergence de la suite (un).

( ecricome 2001 On désigne par n un entier naturel non nul et a un réel strictement positif.

On se propose d’étudier les racines de l’équation :

(En) : 
[image: image200.wmf]n
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 = a.

A cet effet, on introduit la fonction fn de la variable réelle x définie par : 

fn(x) = 
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1. Etude d’un cas particulier.

Pour cette question seulement, on prend a = 
[image: image202.wmf]6

11

 et n = 1.

1. Représenter la fonction f1 relativement à un repère orthonormal du plan (unité graphique 2 cm).

2. Calculer f1(1), puis déterminer les racines de (E1). (On donne 
[image: image203.wmf]37

 = 6.08 à 102 près par défaut).

2. Dénombrement des racines de (En).

1. Dresser le tableau des variations de fn.

2. Justifier l’existence de racines de l’équation (En) et en déterminer le nombre.

3. Equivalent de la plus grande des racines quand n tend vers +(.

On note xn la plus grande des racines de (En).

1. Justifier que : xn > 0.

2. Démontrer que pour tout réel x > 1 : 
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En déduire  que pour x réel strictement positif : 
[image: image205.wmf]a

n

2

x

1

)

x

(

f

x

n

2

1

ln

a

x

1

)

x

(

f

n

n

+

+

-

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

<

+

-

,

puis que : 
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3. Montrer que pour tout n entier naturel, non nul : xn > 
[image: image207.wmf]1
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4. Quelle est la limite de xn,  puis la limite de ln(1 + 
[image: image208.wmf]n
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Prouver enfin l’existence d’un réel (, que l’on exprimera en fonction de a, tel que l’on ait, au voisinage de l’infini, l’équivalent suivant : xn 
[image: image209.wmf]+¥
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( ecricome 2003 ; egalement étude defonctions ;On considère les fonctions ch et sh définies sur R par :
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ainsi que la fonction f définie sur R  par :
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On s’intéresse dans cet exercice à la convergence de la suite (un)n(N définie par la relation de récurrence : u0 = 1 ; (n ( N, un+1 = f(un).
2.1. Etude des fonctions ch, sh et f.

1. Etudier la parité des fonctions ch et sh.

2. Dresser le tableau de variations de la fonction sh puis en déduire le signe de sh(x) pour x appartenant à R.

3. Déterminer un équivalent en +( de shx. En déduire l’allure de la courbe représentative de la fonction sh en +(.

4. Montrer que la fonction sh réalise une bijection de R  sur R .

5. Etudier les variations de la fonction ch.

6. Montrer que : (x ( R  , ch(x) > sh(x).

7. Donner, sur un même graphique, l’allure des courbes représentatives des fonctions ch et sh.

8. Etudier la parité de la fonction f.

9. Déterminer un développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction sh.

10. En déduire que la fonction f est continue en, dérivable en 0 et déterminer f’(0).

11. Justifier que f est dérivable sur R+* et sur R-* et calculer f’(x) pour x ( R*. 

12. On pose : (x ( R+, h(x) = sh(x) – xchx. 

 Etudier les variations de h, puis en déduire le signe de h(x).

13. Déterminer les variations de f sur R+ et donner l’allure de la courbe représentative de la fonction f. (On ne cherchera pas les points d’inflexion).

2.2. Etude de la suite (un)n(N.

On donne :

f(0.8) ( 0.9, f(1) ( 0,85

sh(0.6) ( 0.64, sh(0.8) ( 0.89, sh(1) ( 1.18, sh(1.2) ( 1.51

1. Justifier que f( [0.8,1] ) 
[image: image212.wmf]Ì

 [0.8,1], puis que : (n ( N, un
[image: image213.wmf]Î

[0.8,1].

2. Montrer que l’équation f(x) = x admet une unique solution (, sur R . (On pourra utiliser la question 2.1.4, sans chercher à déterminer ().

3. Donner un encadrement de ( et justifier que :

(x ( [0.8, 1], 
[image: image214.wmf])
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4. On donne 
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Montrer que : (n ( N, |un+1 - (| ( 0.5|un - (|

Puis que :(n ( N, |un - (| ( 0.2 (0.5)n.

5. En déduire la limite de la suite (un) quand n tend vers +(.

6. Ecrire un programme en Turbo-Pascal permettant de calculer et afficher u10.

Annales ESLSCA-ISC

( eslsca 92 1°) Montrer que l'équation 2  x  2ex = 0 admet deux solutions réelles dont l'une, notée r, est strictement positive (on pourra étudier les variations de la fonction correspondante).

     2°) On considère la suite u définie par : 
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     i) Etudier rapidement f définie par f(x) = 2(l  exp(x)).

     ii) Montrer que si u converge, sa limite est nécessairement r. 

     iii) Vérifier que l'on a : 1 ( r ( 2.

3°) A l'aide de l'inégalité des accroissements finis, montrer que l'on a :

                                (n ( N (un+1  r( ( 
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En déduire que l'on a : (n ( N (un  r(( 
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4°) Montrer que u est convergente.  Décrire un algorithme permettant de calculer u p pour une valeur de p donnée à l'avance et en déduire une valeur approchée de r à moins de 102 près.

( eslsca 93  Soit f(x) = ln
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1°) Montrer que f est continue sur R* et que l'on peut prolonger f en une fonction continue sur R.

     2°) Etudier les variations de f ; préciser la nature des branches infinies de Cf.

3°) On pose g(x) = f(x)  x. Montrer que l'on a g(x) = f(x), en déduire la position de Cf par rapport à la première bissectrice du repère.

4°) Soit u la suite définie par u0 = 1 et  (n ( N un+1 = f(un). A l'aide de ce qui précède, montrer que la suite u est convergente et préciser sa limite.

· eslsca 94 Soit f(x) = 
[image: image220.wmf])
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 et u la suite définie par   u0 = a > 0 et la relation de récurrence :(n ( N un+1 = f(un).


      1. Etudier les variations de f et préciser la nature des branches infinies.

      2. Vérifier que la suite u est bien définie et montrer qu'elle est monotone à partir d'un    
          certain rang.

  i) Pour n dans N  on  pose: vn = 
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.  Déterminer  une   relation  simple liant vn+1 à   
      vn. Calculer vn en fonction de v0. En déduire   que la suite u converge et préciser sa 
      limite r .

  ii) Soit en = un  
[image: image222.wmf]3

  Montrer que pour n dans N on a: en+1 ( 
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  et   en déduire un 
      majorant de en en fonction seulement de e1 et n. On prend  alors   a = 2, calculer u5 et 
      donner une majoration de e5.

   iii) Combien suffirait-il de calculer de termes  de  cette  suite  pour   obtenir  une  valeur 
         approchée de r avec une erreur inférieure à 10100 en   prenant toujours a = 2 ?

( eslsca 97  1°) Pour n ( N*, on considère la fonction fn, définie sur R+ par :

                                                     fn(x) = x + 2.x2 + ... + n.xn = 
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Montrer que l'équation fn(x) = 1 admet une unique solution, que l'on notera un.

2°) En évaluant fn+1(un), montrer que la suite (un)n(1 est décroissante. Montrer que la suite (un)n(1 est convergente.

3°)  a) Montrer que fn(x) = x.
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      b) Calculer u2. En déduire 
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      c) Déterminer la limite de la suite (un)n(1.

· eslsca 99  Soit f la fonction définie par f(x) = 
[image: image228.wmf]2
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 et (un)n(N la suite définie par la   
     donnée de u0 réel de [1, 1] et la relation de récurrence un+1 = f(un).

1. a) Etudier les variations de f et préciser la nature de sa branche infinie .

       b) Résoudre l'inéquation f(x) ( x et préciser le ou les cas d'égalité.

       c) Tracer la courbe représentative de f ainsi que la droite d'équation y = x, le plan étant 
         rapporté à un repère orthonormé.

2. a) Vérifier que la suite (un) est bien définie.

       b) Montrer que la suite (un) est monotone.

       c) Etudier la convergence de la suite (un).

3. a) Montrer qu'il existe un unique ( appartenant à [0, (] tel que u0 = cos (.

            b) Montrer que : (n ( N un = cos 
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     (on rappelle que : (x ( R  cos(2x) = 2 cos2x  1).

       c) Déterminer 
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     d) En déduire 
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