chapitre VIII

exercices et problèmes de synthèse

algorithmique et turbo-pascal

Algèbre linéaire et probabilités : Chaînes de Markov

1. (esco 93) Partie A


On considère la matrice M = 
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1°) 
a) Déterminer les valeurs propres de M.



b) La matrice M est-elle inversible ?



c) Déterminer une matrice inversible P  et une matrice D diagonale telle que l'on ait M = PDP-1.



d) Pour n ( N, calculer Mn.


2°) Calculer M2 ; Exprimer M2 en fonction de M et retrouver  l'expression de Mn. 


3°) On considère les deux suites u et v définies par leurs premiers termes u0 = 1, v0 = 0, et par les 
relations : (n ( N)
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A l'aide de la matrice M, exprimer 
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 en fonction de 
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. En déduire l'expression de  un et vn en 
fonction de n, puis les limites de un, vn  lorsque n tend vers l'infini.

Partie B


Deux pièces A et B sont reliées entre elles de la manière indiquée par le schéma. Seule la pièce B 
possède une issue vers l'extérieur. Une guêpe initialement dans la pièce A voudrait sortir à l'air libre.







A                B

 

Son trajet obéit aux règles suivantes :




a. Lorsqu'elle est en A au temps t = n, alors, au temps t = n+1,





elle reste en A avec une probabilité égale à 1/3,





ou elle passe en B avec une probabilité égale à 2/3




b. Lorsqu'elle est en B au temps t = n, alors, au temps t = n+1,





elle retourne en A avec une probabilité égale à 1/4,





ou elle reste en B avec une probabilité égale à 1/2,





ou elle sort à l'air libre avec une probabilité égale à 1/4.


Au temps t = 0, la guêpe est en A. Lorsqu'elle est sortie, elle ne revient plus.


On note An (respectivement Bn., Sn) les événements : " à l'instant t = n, elle est en A (respectivement 
en B, elle sort), et un, vn, sn leurs probabilités respectives.


1°) a) Calculer  u0, v0, s0, u1, v1, s1, s2.



b) Sachant qu'au temps t = 2 elle est en A, quelle est la probabilité qu'elle ait été en B au temps 



 t = 1 ?



c) En décomposant les événements An+1, Bn+1 selon un système complet, montrer que les suites un, 

vn vérifient les relations de récurrence de la question A, 3°).



d) Interpréter alors les limites de un, vn trouvées dans cette question.  


2°) Justifier : (n ( 2 : sn = 
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vn-1 . En déduire sn en fonction de n.


3°) On note T la variable aléatoire égale à n, si Sn est réalisé.



a) Quelle est la loi de T ?



b) Vérifier que T - 1 suit une loi géométrique dont on précisera le paramètre. En déduire E(T) et 

V(T). Interpréter E(T).



c) Calculer la probabilité de l'événement : "la guêpe met plus de 10 intervalles de temps pour 


réussir à sortir". 

2. (ecricome 92) Un distributeur de jouets distingue trois catégories de jouets :



T : Les jouets traditionnels tels que poupées, peluches ;



M : les jouets liés à la mode inspirés directement d'un livre, un film, une émission ;



S : les jouets scientifiques vulgarisant une technique récente.


Il estime que : 



(i) Le client qui a acheté un jouet traditionnel une année pour Noël choisira, l'année suivante, un 

jouet de l'une des trois catégories avec une équiprobabilité. 



(ii) Le client qui a acheté un jouet inspiré par la mode optera pour l'année suivante




pour un jouet T avec la probabilité 1/4,




pour un jouet M avec la probabilité 1/4,




pour un jouet S avec la probabilité 1/2.



(iii) Le client qui a acheté un jouet scientifique se décidera l'année suivante




pour un jouet T avec la probabilité 1/4,




pour un jouet M avec la probabilité 1/2,




pour un jouet S avec la probabilité 1/4.


Le volume des ventes de ce commerçant vient de se composer



d'une part p0 = 45/100 de jouets de la catégorie T



d'une part q0 = 25/100 de jouets de la catégorie M



d'une part r0 = 30/100 de jouets de la catégorie S.

On désigne par pn, qn, rn les parts respectives des jouets T, M, S dans les ventes du distributeur le n-ième Noël suivant.

1°) Montrer que le triplet (pn+1, qn+1, rn+1) s'exprime en fonction du triplet (pn, qn, rn) au moyen d'une matrice A que l'on formera.

2°) Diagonaliser A.

3°) Exprimer (pn, qn, rn) directement en fonction de n.

4°) Quelles parts à long terme les trois catégories de jouets représenteront-elles dans la vente si l'attitude des consommateurs reste constante ?

3. (ecricome 93) Les produits référencés X, Y, Z se partagent un marché. On note xn, yn, zn les proportions de consommateurs utilisant respectivement les produits X, Y, Z au n-ième mois, où n est un entier naturel.

On observe les données suivantes :

* Utilisant le produit X un mois donné, respectivement 40%, 30%, 30% des consommateurs ont l'intention d'adopter les produits X, Y, Z le mois suivant.

* Utilisant le produit Y un mois donné, respectivement 30%, 40%, 30% des consommateurs ont l'intention d'adopter les produits X, Y, Z le mois suivant.

* Utilisant le produit Z un mois donné, respectivement 20%, 10%, 70% des consommateurs ont l'intention d'adopter les produits X, Y, Z le mois suivant.

1°) Exprimer xn+1, yn+1, zn+1 en fonction de xn, yn, zn.

2°) On considère les matrices : A = 
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 ; Un = 
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. Montrer que l'on a, pour tout entier n, l'égalité matricielle : Un+1 = AUn + B.

3°) Déterminer la matrice C telle que C = AC + B.

4°) On considère la matrice Vn = Un - C ; démontrer que, pour tout entier n : Vn = An V0.

5°)  a) Calculer les valeurs propres de la matrice A.


b) Trouver une matrice P inversible telle que la matrice P-1AP soit diagonale.


c) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, l'expression de la matrice An.

6°) En déduire les valeurs de xn, yn en fonction de n.

7°) Calculer zn en fonction de n.

8°) Quels sont à long terme les proportions de consommateurs utilisant respectivement les produits X, Y, Z ?

4. (edhec 96) Partie I. On considère les matrices :

I = 
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    et M =   
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1°) Exprimer J2, puis pour tout entier n supérieur ou égal à 2,Jn en fonction de J.

2°) En déduire que, pour tout entier naturel n : Mn = 
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Partie II. Un mobile se déplace aléatoirement dans l'ensemble des sommets d'un triangle ABC de la façon suivante : si, à l'instant n, il est sur l'un quelconque des trois sommets, alors à l'instant n + 1, soit il y reste, avec une probabilité de 2/3, soit il se place sur l'un des deux autres sommets, et ceci avec la même probabilité.

On note An l'événement : "le mobile se trouve en A à l'instant n"



Bn l'événement : "le mobile se trouve en B à l'instant n"



Cn l'événement : "le mobile se trouve en C à l'instant n".

On pose an = P(An), bn = P(Bn), cn = P(Cn).

1°) Pour tout entier naturel n, déterminer an + bn + cn.

2°)  a) Exprimer, pour tout entier n, an+1, bn+1, cn+1 en fonction de an, bn, cn.


b) Déduire de la question précédente que : 



(n ( N   an+1 ( bn+1 = 
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(an ( bn)     et an+1 ( cn+1 = 
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3°) On suppose, dans cette question seulement, que le mobile se trouve en A à l'instant 0.


a) Calculer an, bn, cn en fonction de n.


b) Vérifier que 
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 est la première colonne de Mn.


c) Démontrer ce résultat.

4°) Expliquer comment retrouver, grâce à une méthode analogue à celle employée dans la troisième question, les deux autres colonnes de Mn. (Aucun calcul n'est demandé.)

5. (esc 99)   Partie A : calcul matriciel. On considère les matrices de M2(R) :

                A = 
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1. (a) Calculer A2. 
(b) Déterminer les réels a et b tels que A2 = aA + bI.


(c) En déduire que A est inversible et exprimer A-1 en fonction de A et de I.

2. (a) Calculer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?


(b) Déterminer les sous-espaces propres de A. 


(c) En déduire une matrice inversible P de M2(R) telle que : A = P D P-1. Calculer P-1.

3. (a) Montrer que pour tout entier naturel n : An = P Dn P-1.


(b) En déduire l'expression de la matrice Mn , où M = 
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Partie B : probabilités.
On dispose de deux urnes U1 et U2 ainsi que d'une pièce de monnaie non truquée. Initialement, l'urne U1 contient une boule blanche et deux boules noires et l'urne U2 contient deux boules noires. On considère l'épreuve ( suivante :

* on lance la pièce

* si on obtient pile on tire une boule de U1, sinon on tire une boule de U2.

* si la boule tirée est noire elle remise dans la même urne, sinon elle est remise dans l'autre urne.

Pour n entier naturel non nul, on désigne par Xn la variable aléatoire égale au numéro de l'urne dans laquelle se trouve la boule blanche à l'issue de n répétitions de (.

I) Dans cette question on effectue une seule fois (.

1. La notation PB1 signifiant : "la pièce a donné pile et on a tiré la boule blanche de U1" (on l'a donc remise dans U2), calculer la probabilité de l'événement {PB1}.

2. En utilisant la même notation, décrire tous les résultats possibles de (.

3. Déterminer la loi de la variable aléatoire X1.

4. Calculer E(X1) et V(X1).

II) On répète maintenant l'épreuve (.

1. (a) Montrer : P(Xn+1 = 1 (Xn = 1) = 
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  et P(Xn+1 = 1 (Xn = 2) = 
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(b) Calculer également P(Xn+1 =2 (Xn = i) pour i = 1 et pour i = 2.


(c) En déduire P(Xn+1 = 1) puis P(Xn+1 = 2) en fonction de P(Xn = 1) et P(Xn = 2)

2. On pose Vn =
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(a) Vérifier que Vn+1 = MVn où M est la matrice définie dans la partie A en 3.(b).


(b) Montrer alors que pour tout entier naturel non nul : Vn = Mn-1V1.

 

(c) A l'aide de la partie A, en déduire la loi de Xn.

6. (ecricome 2001)Dans cet exercice on étudie l’évolution au cours du temps  d’un titre dans une bourse de valeurs.

  1°) Le but de la première partie est de calculer les puissances successives de la matrice : 


M(a) = 
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 où a représente un nombre réel.

1. Montrer que pour tous réels a, b, on a : M(a).M(b) = M(a + b - 3ab).

2. En déduire les valeurs de a pour lesquelles la matrice M(a) est inversible et exprimer son inverse.

3. Justifier le fait que M(a) est diagonalisable.

4. Déterminer le réel a0 non nul tel que [M(a0)]2 = M(a0).

5. On considère les matrices : P = M(a0) et Q = I – P, où I désigne la matrice carrée unité d’ordre 3.
a) Montrer qu’il existe un réel (, que l’on exprimera en fonction de a, tel que : M(a) = P + ( Q.
b) Calculer P2, PQ, QP, Q2.
c) Pour tout entier naturel n non nul, montrer que [M(a)]n s’écrit comme combinaison linéaire de P et de Q.
d) Expliciter alors la matrice [M(a)]n.

2°) Evolution d’un titre boursier au cours du temps.

Dans la suite de l’exercice, on suppose que a appartient à ]0, 
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1. On définit les suites (pn)n( IN*, (qn)n( IN*, (rn)n( IN*, par leur premier terme p1, q1, r1, et les relations de récurrence :
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.
a) Exprimer pn, qn, rn  en fonction de n, p1, q1, r1.
b) Etudier la convergence de ces suites

2. Dans une bourse de valeurs, un titre donné peut monter, rester stable ou baisser.
Dans un modèle mathématique, on considère que : 
- le premier jour le titre est stable. 
- si un jour n le titre monte, le jour n + 1  il montera avec la probabilité 
[image: image26.wmf]3
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, restera stable avec la probabilité 
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  et baissera avec la probabilité 
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.
- si un jour n le titre est stable, le jour n + 1  il montera avec la probabilité 
[image: image29.wmf]6
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, restera stable avec la probabilité 
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  et baissera avec la probabilité 
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1

.
- si un jour n le titre baisse, le jour n + 1  il montera avec la probabilité 
[image: image32.wmf]6
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, restera stable avec la probabilité 
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  et baissera avec la probabilité 
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.
On note Mn (respectivement Sn, respectivement Bn) l’événement « le titre donné monte (respectivement reste stable, respectivement baisse) le jour n ».
a) Exprimer les probabilités de hausse, de stabilité, et de baisse au jour n + 1  en fonction de ces mêmes probabilités au jour n.
b) En déduire les probabilités de hausse, de stabilité, et de baisse au jour n.
c) Quelles sont les limites de ces probabilités quand n tend vers l’infini ? 

7. edhec 2002, problème
Partie 1 : étude d'un ensemble de matrices.

On considère les matrices suivantes de M4(R) :
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On note E l'ensemble des matrices M s'écrivant M = a I + b J + c K + d L, où a, b, c et d décrivent R.

1) a. Montrer que E est un espace vectoriel.

b. Montrer que la famille (I, J, K, L) est libre.

c. Donner la dimension de E.

2) a. Montrer, en les calculant explicitement, que J2, K2, L2, J3 et K3 appartiennent à E.

b) En déduire, sans aucun calcul matriciel, que JK, KJ, KL, LK, JL et LJ appartiennent aussi à E.

c) Etablir enfin que le produit de deux matrices de E est encore une matrice de E.

3°) a.Montrer que L est diagonalisable.

b. Déterminer les valeurs propres de L ainsi que les sous-espaces propres associés à ces valeurs propres.

4) On considère les vecteurs :
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a. Montrer que (u1, u2, u3, u4) est une base de M4,1(R).

b. Vérifier que u1, u2, u3 et u4 sont des vecteurs propres de L et de J + K.

Partie 2 : étude d'un mouvement aléatoire.
Dans cette partie, p désigne un réel de ]0, 1[.

Les sommets d'un carré sont numérotés 1, 2, 3 et 4 de telle façon que les côtés du carré relient le sommet 1 au sommet 2, le sommet 2 au sommet 3, le sommet 3 au sommet 4, le sommet 4 au sommet 1, les diagonales reliant elles le sommet 1 au sommet 3 ainsi que le sommet 2 au sommet 4.

Un pion se déplace sur les sommets de ce carré selon le protocole suivant :

( Le pion est sur le sommet 1 au départ.

( Lorsque le pion est à un instant donné sur un sommet du carré, il se déplace à l'instant suivant vers un sommet voisin (relié par un côté) avec la probabilité p ou vers un sommet opposé (relié par une diagonale) avec la probabilité 1 ( 2p.

On note Xn la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel se trouve le pion à l'instant n. On a donc X0 = 1.

1) a. Ecrire la matrice A, carrée d'ordre 4, dont le terme situé à l'intersection de la ième ligne et de lajème colonne est égal à la probabilité conditionnelle P(Xn+1 = i / Xn = j).

b. Vérifier que A s'écrit comme combinaison linéaire de J + K et L.

2) a. Pour tout i de {l, 2, 3, 4}, calculer A ui. En déduire qu'il existe une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que A = PDP(1. Expliciter D et P.

b. Calculer P2
puis en déduire P(1.

3) Pour tout n de N, on pose
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a. Montrer, à l'aide de la formule des probabilités totales, que Cn+1 = A Cn.

b. En déduire que Cn = (1/4) P Dn P C0, puis donner la loi de Xn pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1.

8. edhec 2003, problème Un joueur participe à un jeu se jouant en plusieurs parties. Ses observations lui permettent d’affirmer que :

• s’il gagne deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 

.

• s’il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 

.

• s’il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 

.

• s’il perd deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 

.

Pour tout entier naturel n non nul, on note A n l’événement : « le joueur gagne la n ème partie ».

De plus, pour tout entier naturel n  supérieur ou égal à 2, on pose : 
En =  A n –1 ( A n  ;  Fn = 

( A n  ;  Gn = A n –1 (

  ;  Hn = 

 (

.

1) On admet que ( En , Fn , Gn , Hn ) est un système complet d’événements. 
    a.  Montrer, en utilisant la formule des probabilités totales, que :

          (n(IN         *, P(En +1) = 

 P(En)  + 

 P(Fn).
    b.  Exprimer de la même façon (aucune explication n’est exigée) les probabilités 

         P(Fn +1), P(Gn +1) et P(Hn +1) en fonction de P(En), P(Fn), P(Gn) et P(Hn).

    c.  Pour tout entier naturel  n supérieur ou égal à 2, on pose Un = 

.
         Vérifier que Un +1 = M Un , où M = 

.

2) a.  Soit P = 

  et  Q = 

. 
         Calculer P Q . En déduire que P est inversible et donner son inverse.

    b.  On note C1, C2, C3, C4 les colonnes de P. Calculer M C1 , M C2 , M C3 et M C4 ,

         puis en déduire que –

, 

, 

 et 1 sont les valeurs propres de M.

    c.  Justifier que M = P D P –1, où D est une matrice diagonale que l’on déterminera.

Dans toute la suite, on suppose que le joueur a gagné les deux premières parties.
3) a.  Montrer par récurrence que : (n(IN , M n = P D n P –1.
    b.  Montrer, également par récurrence, que : (n ( 2, Un = M  n –2 U2.
    c.  Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, donner la première colonne de M  n, puis 
         en déduire P(En), P(Fn), P(Gn) et P(Hn).

    d.  Montrer que l’on a : 
         

P(En) = 

  ; 

P(Fn) = 

  ;  

P(Gn) = 

  ; 

P(Hn) = 

.

4) Pour tout entier naturel k non nul, on note Xk la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur 
    gagne la k ème partie et qui vaut 0 sinon ( X1 et X2 sont donc deux variables certaines). 

    a.  Pour tout entier naturel  k supérieur ou égal à 2, exprimer Ak. en fonction de Ek et Fk.

    b.  En déduire, pour tout entier naturel k supérieur ou égal à 2, la loi de Xk.

5) Pour tout entier naturel  n supérieur ou égal à 2, on note Sn la variable aléatoire égale au 
    nombre de parties gagnées par le joueur lors des n premières parties. 

    a.  Calculer P(Sn = 2) en distinguant les cas n = 2, n = 3 et n ( 4.

    b.  Déterminer P(Sn = n).

    c.  Pour tout entier n supérieur ou égal à 3, écrire Sn en fonction des variables Xk , puis 
         déterminer E(Sn) en fonction de n.

Turbo-pascal et probabilités

9. (edhec93) On effectue des lancers successifs au hasard d'un dé cubique non truqué jusqu'à ce que certains événements soient réalisés.

1°) On suppose que l'on dispose d'une fonction PASCAL, notée die1, sans paramètre, qui fournit à chaque appel, un entier pris au hasard entre 1 et 6 et on considère le programme PASCAL suivant qui simule l'expérience décrite ci-dessus.


program X;

 
var c, k:integer; 


begin


c:= 1;



k:=0;



while c <> 6 do 


begin



k:=k+l;



c.=die;



end;



writeln(k);


end.


(a) Quel est l'événement qui doit être réalisé pour que l'on arrête les lancers du dé ? Que représente l'entier k ?


(b) Exprimer en fonction de la valeur de k qui est affichée à la fin le nombre a(k)d'affectations et le nombre c(k) de comparaisons effectuées lors de l'exécution du programme.

2°) Pour tout entier i compris au sens large entre 1 et 6,  on note Xi la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le chiffre i pour la première fois.

Montrer que Xi suit une loi usuelle et donner les valeurs de l'espérance et de la variance de Xi.

3°) Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le hiffre 1 et le chiffre 2.


(a) Quel est l'ensemble E des valeurs prises par Y ?


(b) Montrer que, pour tout entier k de E :




P(Y =k) =  P((X1  =k) ( (X2 < k)) + P((X1 < k) ( (X2 = k)),






et P(X1 =  k) =   P((X1 = k) ( (X2 < k)) + P((X1 = k) ( (X2 ( k))


(c) En déduire que, pour tout entier k de E :




P(Y = k) = 2[P(X1 = k) - P((X1 = k) ( (X2 ( k))] 

(d) Utiliser l'égalité précédente pour calculer P(Y = k) pour tout entier k de E.


(e) Ecrire un programme PASCAL qui simule les lancers successifs du dé et qui compte le nombre de tirages nécessaires pour obtenir le chiffre 1 et le chiffre 2. (On pourra utiliser la fonction die ainsi que deux variables booléennes.)

  1 die (pl.dice) signifie dé en anglais

10.  (edhec 97) Dans ce problème, n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2.

Partie I. On effectue des tirages au hasard dans une urne contenant des boules numérotées de 1 à n. Un tirage consiste à extraire une boule de l’urne, la boule tirée étant ensuite remise dans l’urne. On note N la variable aléatoire égale au numéro du tirage au  cours duquel, pour la première fois, on a obtenu une boule déjà obtenue auparavant.

1°) On note N(() l’ensemble des valeurs que peut prendre N. 

Montrer que N(() = [[2, n +1]].

2°) Montrer que : ( k ( [[1, n]], P( N > k) = 
[image: image38.wmf]k
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 désigne le nombre d’arrangements de k éléments d’un ensemble à n éléments.

3°)  a) Montrer que : ( k ( [[2, n]], P(N = k) = P(N > k – 1) – P(N > k).


b) Calculer P(N = n + 1) puis en déduire la loi de N.

4°) Montrer que l’espérance E(N) de la variable aléatoire N est : E(N) = 
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Partie II. Soit X une variable aléatoire, à valeurs dans R+, de densité f (nulle sur R-* ) et de fonction de répartition F. On suppose, de plus, f continue sur R+ .

On pose, pour tout réel x positif : ((x) = 
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1°) Montrer, grâce à une intégration par parties, que : 



(x ( R+  ((x) = 
[image: image42.wmf]ò
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2°)  On suppose, dans cette question, que l'intégrale 
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a) Calculer ( '(x) et en déduire que la fonction ( est croissante sur R+.


b) Montrer que ( est majorée et en déduire que X a une espérance.


c) Montrer que : (x ( R+, 0 (  x.P(X>x)   ( 
[image: image44.wmf]ò

+¥

x

dt

)

t

(

f

t

. 


d) En utilisant le fait que X a une espérance, montrer que 
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En déduire 
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x P(X > x), puis montrer que : E(X) = 
[image: image47.wmf]ò

+¥

0

 [ 1 - F ( t )] dt .

Partie III. On considère la fonction Fn, définie par : 
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1°) Montrer que Fn est la fonction de répartition d'une variable aléatoire à densité Tn.

2°)  a. Montrer que pour tout entier naturel k, l'intégrale Ik =
[image: image49.wmf]ò
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b. Montrer que Ik+1 = (k + 1)Ik puis donner la valeur de Ik.

3°) En déduire, en utilisant la partie II, que Tn a une espérance et que E(Tn) = E(N). 

Partie IV. On considère la déclaration de fonction suivante, rédigée en turbo-pascal :

function f(p,q:integer):real;

var j : integer ; z : real ;

begin   if (p <= 0) or (q < 0) then write ('valeurs incorrectes') 

else if (q = 0) or (q = 1) then f := 1

else begin

z := 1;

for j := 1 to (q - 1) do z := z * (1 - j/p) ;

f := z ;

end ; end ;

1°) Montrer que, si p est un entier naturel non nul et si q est un entier naturel : 



f(p,q) =   
[image: image50.wmf]q
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2°) Utiliser cette déclaration pour écrire un algorithme en turbo-pascal donnant la valeur commune de E(N) et E(Tn) lorsque l'utilisateur entre la valeur de n au clavier.

11.  esc 2003 On suppose que  p  est un réel fixé de 
[image: image51.wmf][
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 qui représente la probabilité qu'un billet de 100 euros soit faux. 
On dispose d'un détecteur de faux billets imparfait qui allume une lumière qui est soit bleue lorsqu'il considère

que le billet testé est vrai, soit rouge lorsqu'il considère que le billet testé est faux . 

On note  F : " Le billet testé est faux "  et  B : " La lumière qui s'allume est bleue ".

On note 
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1. 
(a)
En utilisant une formule des probabilités totales pour exprimer 
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(b) 
Montrer que la probabilité que le détecteur valide un faux billet est  
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(c)
On suppose dans cette question uniquement que 
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En déduire un réel  
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2. On considère le programme Turbo-Pascal suivant , où  p  représente la valeur  p  citée en introduction :



program ESC2003 ;




var



x , v , d , r  :  real ;



begin




randomize ; 



if  random < p  then  v := 0  else  v := 1 ;

    

r := random ; 



x := r ( r ;
    

d := ( 1 - x ) ( v  +  x ( ( 1 - v ) ; 
    

end. 

On rappelle que  random  est une variable à densité qui suit une loi uniforme et qui fournit à chaque appel un

réel choisi au hasard dans [ 0 ; 1 ]. Les deux appels à la fonction random sont indépendants.
On note  V, D, R,  les variables aléatoires égales au valeurs de  v ,d  ,r  lorsque le programme a été exécuté.

(a)
Montrer que 
[image: image65.wmf]p
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(b)
Exprimer  D  en fonction de  R  et de  V .


(c)
Soit  s  un  réel fixé de ] 0 ; 1 [ , appelé " seuil ". 




En remarquant que  R  et  V  sont deux variables aléatoires indépendantes, montrer que :
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En déduire 
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    On utilise ce programme pour simuler un détecteur , avec  ( V = 0 )  pour " le billet est faux "  et 
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(d)
Montrer que la probabilité que le détecteur se trompe est égale à   
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(e)
On suppose ici que 
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En déduire que pour le seuil  
[image: image73.wmf]10
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  la qualité du détecteur est maximum.

turbo-pascal et analyse

12.  (edhec 96) Partie I.   On considère la fonction f définie sur R+* , par : f(x) = x - ln(x).

1) Etudier f et résumer cette étude par un tableau de variations.

2) Etudier le signe de f(x) - x , pour tout réel x strictement positif.

Partie II.  On considère l'algorithme suivant :

Program iter ;
Var n, k : integer ;

a, u, p : real ;

Function f{x : real) : real ;

Begin

If x > 0 then f := x - ln(x) ;

End ;

Begin

Readln(n,a) ; u := a ; p := a ;

For k := 1 to n do begin

u := f(u) ;

p := p*u ;

end ;

Writeln(u, p) ;

End.
1) Dans le cas particulier où n = 3 et a = 2, donner les valeurs approchées à 10-4 près par défaut des contenus des variables u et p à la fin de l'algorithme.

Dorénavant, dans le cas général, on note un et pn les contenus respectifs des variables u et p à la fin de l'algorithme, lorsque leur calcul est possible.

2) a. Pour quelles valeurs de a peut-on définir la suite (un)n(N  dont le premier terme est 

uo = a, et dont le terme général un est calculé par l'algorithme précédent ?


b. Pour les valeurs de a trouvées ci-dessus, donner en fonction de n le nombre d'appels de fonction utilisés au cours de cet algorithme, ainsi que le nombre de soustractions, de multiplications et d'affectations nécessaires au calcul de u et de p.

 NB : le symbole := utilisé dans l'écriture "for k := 1 to n" ne sera pas considéré comme une affectation, mais chaque appel de fonction nécessite une affectation (f:= ) et une soustraction.

3) Lorsque la suite (un)n(N est bien définie, écrire, pour tout entier naturel n, la relation liant un+1 et un.

4) Pour quelle valeur de a la suite (un )n(N est-elle constante ?

5) On suppose, dans cette question que a > 1 .


a. Montrer que, pour tout entier naturel n : un > 1 .


b. Etudier les variations de la suite (un)n(N 


c. En déduire que (un )n(N  converge et donner sa limite.

6) On suppose, dans cette question, que 0 < a < 1 .


a. Montrer que u1 > 1 .


b. En déduire que (un)n(N est convergente et donner sa limite.

Partie III 1) En considérant ln(pn ), exprimer pn en fonction seulement de a et un+1 , puis calculer 
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 2) Ecrire alors un nouvel algorithme en Turbo Pascal, ne contenant aucune multiplication et permettant le calcul de pn.
Partie IV   Dans cette partie, on choisit a > 1 .

 On pose, pour tout entier naturel n : vn =
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1) Vérifier que la suite (vn)n(N est bien définie.

2)    a. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : un+2 ln(un) ( vn ( un+1 ln(un).


b. En déduire que vn est équivalent à ln(un) quand n tend vers +(.

13.  (edhec 2001) Partie 1

On pose, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, vn = 
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1) Montrer que : 
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2) En déduire que : 
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Partie 2

On considère une suite (un) définie par son premier terme uo = 1 et par la relation suivante, valable pour tout entier n : 
[image: image79.wmf]n
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1) a. Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est parfaitement défini et strictement positif.

b. En déduire le sens de variation de la suite (un).

2) a. Pour tout entier k, exprimer 
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b. En déduire que :
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c. Montrer que: 
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. En déduire la limite de la suite (un).

3) a. A l’aide du résultat précédent, montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2 : 
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b. En utilisant la partie 1., établir que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2 , 
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c. En déduire finalement que 
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Partie 3

1) Ecrire un programme en Turbo Pascal permettant de calculer et d’afficher un lorsque l’utilisateur entre la valeur de n au clavier.

2) a. Ecrire un deuxième programme, toujours en Turbo Pascal, qui permette de déterminer et d’afficher le plus petit entier naturel n pour lequel 
[image: image86.wmf]n
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b. On donne ln2 < 0,70 et ln5 < 1,61. En déduire un majorant de ln 5000.

c. Montrer que l’entier n trouvé en 2a) est compris entre 4995 et 5000.

Analyse

14.  (d'après iscid 92) 1°) Rappeler le développement limité de ln(1 + u) à l'ordre 2 au voisinage de 0.

2°) Soit f la fonction définie sur R par : (x ( 0   f(x) = 
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a) Montrer que f est continue et dérivable en 0.


b) Quelle est la nature de la courbe représentative de f au voisinage de +( ?


c) Montrer que f est continue et dérivable sur R.

d) Etudier les variations de f : on montrera que : (x ( 0  f '(x) = 
[image: image88.wmf])
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e) Représenter graphiquement f dans un repère orthonormé.

3°) Soit I = 
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a) Avec une intégration par parties, déterminer les primitives de f sur R*+ . (On rappelle que sur R une primitive de 1/(1 + x2) est Arctan(x) ).


b) Calculer I.


c) Déterminer la constante k telle que la fonction k.f soit une densité de probabilité.

4°) Soit, pour n  ( 1,  Sn = 
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a) Montrer que f(k)  ( 
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b) En déduire que la suite (Sn)n(1 converge (on ne cherchera pas sa limite).

c) Ecrire, en turbo-pascal, un programme qui calcule et affiche Sn, pour une valeur de n donnée par l'utilisateur.

15.  (escl 92) On considère la fonction définie sur R par : 
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 On se propose d'étudier la suite réelle (un) définie par la donnée de son premier terme u0 et la relation de récurrence 




(n ( N un+1 = un + 
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1°) Etude du cas 0 ( u0 ( 1. On suppose 0 ( u0 ( 1.


a) Montrer que la suite (un) est décroissante.


b) Montrer que, si 0 ( un ( 1, alors un+1 = 
[image: image94.wmf](
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. En déduire que, pour tout entier n positif ou nul, un ( 1.


c) Montrer que la suite (un) est convergente ; déterminer sa limite.

2°)  Etude des cas u0 < 0 et u0 > 1.

a) On suppose u0 < 0. Calculer u1. En déduire l'étude de la suite (un).


b) On suppose u0 > 1. Calculer u1, puis, pour tout entier positif n, un. Que dire de la suite (un) ?

3°) Interprétation graphique. On considère la fonction g définie sur R par :




g(x) = x   +    
[image: image95.wmf]ò

-

1

0

dt

)

x

t

(

f

 .


a) Calculer pour tout nombre réel x la valeur de g(x). Construire le graphe de g dans un  repère orthonormé (unité graphique 2 cm).


b) Représenter graphiquement les quatre premiers termes de la suite (un) dans les cas suivants :  




u0 = (2

u0 = 0

u0 = 2. 

16.  (edhec 98) La partie I permet d'établir des résultats utiles pour les parties II et III. Les parties II et III sont indépendantes entre elles. On considère la fonction définie pour tout x ( 0 par f(x) = 1 ( e (x . 

 Partie I

1°)  a. Dresser le tableau de variation de f.


b. Montrer que : ( x ( R  f(x) ( x, l'égalité ayant lieu seulement pour x = 0.

2°)  a. Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x :




e-x =
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b. En écrivant l'égalité précédente pour n = 2, puis pour n = 3, montrer que :




( x ( R+
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Partie II On considère la suite (un) définie par son premier terme u0 = 1 et par la relation :




(n ( N un+1 = f(un).

1°)  a) Montrer que : (n ( N un ( ]0, 1].


b) Montrer, grâce à la question I 1°), que : (n ( N un ( un+1 ( 0.


c) Conclure quant à la convergence de la suite (un) et donner sa limite.

2°)  a) Simplifier, pour tout n élément de N, 
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b) En déduire que la série de terme général (un ( un+1) est convergente.


c) En utilisant la question I 2°), montrer que un ( un+1 ~+(  
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d) Donner enfin la nature de la série de terme général un2.

Partie III 1°) On note ( la fonction, définie sur R, par : ((0) = 1 et (x ( R*+, ((x) = 
[image: image100.wmf]x
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. Montrer que ( est continue sur R+. On considère la fonction réelle g, définie par : g(0) = 0 et (x ( R*+, g(x) = 
[image: image101.wmf]ò

j

x

0

(t)dt

x

1

.

2°)  a) Montrer que g est bien définie et continue sur R*+.


b) Montrer que : (x ( R*+,   1 ( 
[image: image102.wmf]4
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c) En déduire que g est continue en 0, dérivable en 0, puis donner g'(0).

3°)  a) Montrer que : (x ( ]1, +([   
[image: image104.wmf]ò
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b) En déduire que g a une limite finie en +( et donner la valeur de cette limite.

4°)  a) Pour tout réel x strictement positif, calculer g'(x) et l'écrire sous la forme : g'(x) = 
[image: image105.wmf]2
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b) Montrer alors que : x h'(x) = (x + 1)e(x ( 1. 

c) Etudier la fonction, notée k, définie par : (x ( R+  k(x) = (x + 1)e-x ( 1. 

d) Donner le signe de k, puis les variations de h, et enfin celles de g.

e) Dresser le tableau de variations de g, et tracer l'allure de sa courbe représentative dans un repère orthonormé.

17.  (esc 99) Partie A : étude d'une fonction.

Soit f la fonction définie sur R par  : f(x) = ln(1 + x2). On désigne par C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repère orthonormé.

1. Montrer que f est une fonction paire.

2. Etudier ses variations et préciser sa limite en +(.

3. Montrer que f(x) est équivalent à 2 ln(x) quand x tend vers +(. En déduire la nature de la branche infinie de C en +(.

4. Etudier la concavité de C et calculer les coordonnées des points d'inflexion.

5. Construire C ainsi que ses tangentes à l'abscisse 0 et aux points d'inflexion. On donne ln(2) ( 0,7.

Partie B : étude d'une intégrale.

Pour n ( N, on pose : In = 
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1. Calculer I0.

2. (a) Calculer I0 + I1. (b) En déduire I1.

3. (a) Quel est le signe de In ? (b) Montrer que In+1 + In = 
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(c) En déduire que In ( 
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(d) Montrer que la suite (In) est convergente et calculer sa limite.

Partie C : étude d'une série.

1. (a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul :




 (-1)n In = 
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(b) En déduire 
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2. (a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que :




In = 
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(b) Etablir les inégalités :  0 ( 
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(c) En déduire 
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3. A l'aide des questions précédentes, donner un équivalent de 
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18.  (edhec 99) Pour tout réel a, on considère la fonction fa de R dans R définie par :



( (x,y) ( R x R  fa(x,y) = (1 +y + xy +a x2) ey .

Partie 1 : étude des extrema de fa Dans cette partie, on suppose a ( 0 et a ( (
[image: image117.wmf]2
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1) a. Calculer les dérivées partielles premières de fa.

b. En déduire que fa possède deux points critiques (c'est à dire deux couples de R x R en lesquels fa est susceptible de présenter un extremum local) et donner leurs coordonnées.

2) Calculer les dérivées partielles secondes de fa.

3) a. Examiner, pour chacun des deux points critiques, à quelle condition portant sur a, fa présente en ces points un extremum local.


b. Déterminer, en distinguant trois cas, si fa présente sur R x R un maximum local ou un minimum local et donner sa valeur en fonction de a.

Partie 2 : étude d'une fonction définie à l'aide fa.

1) a. Pour tout réel x et tout réel t inférieur à x, calculer 
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I = 
[image: image119.wmf]ò
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 converge et donner sa valeur.


b. Pour tout réel x, montrer grâce à une intégration par parties que l'intégrale




J =  
[image: image120.wmf]ò
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converge et donner sa valeur.

2) a. Déduire des deux questions précédentes que l'on définit bien une fonction Fa de R dans R en posant : Fa(x) = 
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b. Après avoir écrit Fa(x) en fonction de a et de x, donner le tableau de variation de Fa. (On distinguera les trois cas : a = (1, a < (1, a > (1.)

19.  (inseec 2001) Soit f la fonction définie sur ]0, +([ par 
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                                  On désigne par C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repère orthonormal.

Partie 1  Etude de f

1) Montrer que f est continue sur ]0, +([.

2) a) Déterminer le développement limité de f en 1 à l'ordre 2. En déduire la dérivabilité de f en 1 et préciser f '(1). 

b) Etudier localement la position de C par rapport à sa tangente ( à au point d'abscisse 1.

3) a) Montrer que f est dérivable sur ]0, 1[ ( ]l, +([ et pour tout réel x ( ]0, 1[ ( ]1, +([, calculer 

f '(x).

b) Etudier sur ] 0, +( [ les variations de ( : x ( x ( 1 ( x ln(x),  et en déduire le signe de f '(x) pour x appartenant à]0, 1[ ( ]l, +([. 

c) Dresser le tableau des variations de f et construire dans un même repère C et (. (ln 2 ( 0,7 et 

ln 3 (1,1.)

Partie 2  Etude d'une série

Soit n un entier naturel non nul , on considère la fonction fn :
[0, 1[ ( R, x ( 
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1) a) Soit x ( [0, 1[ , montrer que : 0 ( 
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, en déduire :


(x ( [0, 1[, 0 ( fn(x) ( xn 
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    et :   (x ( [0, 1/2[, 0 ( fn(x) ( xn ln(2).

b) En déduire l'existence de l'intégrale 
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c) En utilisant les deux questions précédentes , montrer que 
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2) Par dérivation de g : [0, 1[ ( R                 et de          Sn : [0, 1[ ( R
 
                                   x ( ln(1 ( x)                                      x ( 
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montrer que: (x ( [0, 1[   g(x) = Sn(x).




3) Justifier l'égalité : 
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4) Déduire des questions précédentes l'égalité : 
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5) a) En raisonnant par majoration montrer que la série 
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b) A l'aide des questions précédentes montrer que :
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20.  (edhec 2002) On note f la fonction définie sur R+ par : 
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1) a. Vérifier que f est continue sur R+.

b. Etudier le signe de f(x).

2) Montrer que l'on définit bien une fonction F sur R+ en posant :


[image: image134.wmf]ò
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3) Pour tout x de R+, on pose : g(x) = F(x) ( x.

a. Montrer que g est dérivable sur R+ et que, pour x > 0, on peut écrire g'(x) sous la forme


[image: image135.wmf]2
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b. Etudier les variations de h, puis en déduire son signe (on donne 
[image: image136.wmf]48
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c. En déduire le signe de g(x).

4) On définit la suite (un) par la donnée de son premier terme u0 = 1 et la relation de récurrence, valable pour tout n de N : un+1 = F(un).

a.  Etablir par récurrence que : (n ( N, un+1 ( [0, 1].

b. Montrer, en utilisant le résultat de la troisième question, que (un) est décroissante.

c. En déduire que la suite(un) converge et donner limn(+( (un).

21.  (eml 2003) On note e = exp(1) et R*+=]0, +([.

On note, pour tout nombre réel a non nul, l’application fa : R*+( R*+ ( R définie par :






((x,y) ( R*+ ( R*+  , fa(x,y) = 
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Les deux parties de l’exercice sont indépendantes entre elles.

Première partie Dans cette partie, on prend a = (e et on note g à la place de f(e .

Ainsi, l’application g : R*+( R*+ ( R est définie par :






((x, y) ( R*+( R*+, fa(x, y) = 
[image: image138.wmf]e
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1. Montrer que g est de classe C² sur R*+( R*+
2. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de g en tout point (x,y) de R*+( R*+.

3. Montrer qu’il existe un couple unique (x,y) de R*+( R*+ en lequel les deux dérivées partielles d’ordre 1 de g s’annulent, et calculer ce couple.

4. Est-ce que g admet un extremum ?

Seconde partie   Dans cette seconde partie, on prend a = 1.

 On considère, pour tout entier n tel que n ( 1, l’application hn : ]0,+([ —> R définie par :






(x ( ]0, +([, hn(x) = f1(x, xn) = 
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 et l’application (n : ]0,+([ —>R définie par :






(x ( ]0, +([, (n(x) = e(x ( x2n(1

1. a. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, (x ( ]0, +([, 






hn(x) = 0 ( (n(x) = 0.

b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, l’équation hn(x) = 0, d’inconnue 

    x ( ]0,+([, admet une solution et une seule, notée un, et que :

0 < un <1.

      2. 
a. Montrer, pour tout entier n supérieur ou égal à 1 : lnun = 
[image: image140.wmf]1

n

2

u

n

-

-

.

 
b. En déduire : 
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Un peu de tout...

22.  (ecricome 98) Dans tout le problème, X désigne une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (
[image: image142.wmf]W

, A, P) et à valeurs dans N et E(X) l'espérance de X si elle existe. On note A l'événement « X prend une valeur paire » (on écrira dorénavant pour abréger « X est pair »). On rappelle que 0 est pair. On pose  a  = P( A ).

* On dit que X a la propriété P si et seulement si a> 1/2. On définit deux variables aléatoires X0 et X1 :



X0 = 
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X1 = 
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* On dit que X a la propriété Q si et seulement si E(X1) > E(X0).

Préliminaires

1°)  Déterminer X0 + X1.

2°) On note Y la variable aléatoire qui vaut 
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Montrer les relations : X0  = 
[image: image146.wmf]X

)

Y

1

(

2

1

+

    et      X1 = 
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Partie A

Dans cette partie on suppose que X suit la loi géométrique de paramètre p (0 < p < 1) et on pose 

q = 1-p.

1°) Montrer que a = 
[image: image148.wmf]1
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 , puis que X ne vérifie pas la propriété P.

2°) Montrer que X1 admet une espérance donnée par E (X1) = 
[image: image149.wmf])
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3°) Montrer que X0 admet aussi une espérance que l'on précisera, puis que X vérifie la propriété Q.

Partie B

1°) Pour tout entier naturel n, on pose pn = P(X = n) et on suppose que la suite (pn)n(N est strictement décroissante. En écrivant P(A) et P(
[image: image150.wmf]A

) à l'aide des nombres pn, montrer que X vérifie P.

2°) On suppose maintenant que X admet une espérance.


a) Montrer que X0 et X1 admettent aussi des espérances.


b) Montrer, à l'aide des préliminaires, que X vérifie Q  si et seulement si E(YX) < 0.

Partie C

On suppose ici que la variable aléatoire X est en fait à valeurs dans l'intervalle d'entiers 

[0, 20]  et donc que, pour tout entier n > 21 ,pn = 0.

On définit un type : TYPE TABLE=ARRAY[0..2O] OF REAL ; et on demande d'écrire un programme en Turbo Pascal :

-contenant une procédure ENTRE_LOI (à écrire ) qui permet à l’utilisateur d'entrer dans une variable T de type TABLE les nombres P(X = k)pour k= 0, 1,  ... , 20.

- calculant E(YX) et indiquant par un message Si X vérifie Q ou non.

Partie D

Le but de cette partie est d'étudier le cas où X suit la loi binomiale B(n, p) avec n > 2 et 0 < p < 1/2

1°) Soit f la fonction de deux variables définie sur l’ouvert U =  ]1, +([ x ]0, 
[image: image151.wmf]2
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(x, y) ( f(x, y) = xy(1 – 2y) x-1 = x.y.exp[(x – 1).ln(1 – 2y)] 


a) Montrer que f admet en tout point (x,y) de U des dérivées partielles premières 
[image: image152.wmf]x
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(x,y). Les calculer et les mettre sous forme de produits. Montrer que f est de classe C1 sur U.


b) Montrer que pour tout n élément de ]0, 1[ ln(1 – u) < -u .En déduire que f n’a pas d’extremum sur U.

2°) Dans cette question, p est un réel vérifiant : 0 < p < 1.On réalise une suite d'épreuves de Bernoulli indépendantes, de probabilité «de succès » p et de probabilité « d'échec » q = 1 – p. Pour tout élément n de N* on définit l'événement Fn = « au cours des n premières épreuves, on obtient un nombre pair de succès » et on pose un = P(Fn).


a) Montrer que pour tout élément n de N*, un+1 = (1 – p)un + p(1 – un).

 On pose par convention u0 = 1. Vérifier que la relation précédente est encore vraie pour n = 0.


b) Donner l’expression générale de un en fonction de n pour tout entier naturel n.
3°) On se place maintenant dans le cas annoncé au début de la partie D : X suit la loi binomiale B(n,p) avec n >2 et 0< p <
[image: image154.wmf]2
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a) En reprenant la définition du  réel a associé à la variable X, montrer que a = un.

Montrer que X vérifie la propriété P. 


b) Calculer E(YX). En déduire que E(X1) - E(X0) = f (n, p) (où f est la fonction introduite en D-1) puis que X a la propriété Q.


c) On considère l’application partielle g : y ( g(y) = f(n, y) définie sur ]0, 1/2[ (n > 2). Montrer que g admet un maximum Mn  = 1/2.((n-1)/n)n-1.


d) Montrer que la fonction 
[image: image155.wmf]f

 : x ( (x – 1) ln(1 – 1/x) est de classe C2 sur [2, + ([, que sa dérivée seconde est strictement positive sur [2, +([, et que limx(+( 
[image: image156.wmf]f

’(x) = 0. En déduire que la suite (Mk)k>2 est strictement décroissante.


e) Montrer que la suite (Mk)k>2 converge, préciser sa limite et montrer que pour tout entier k supérieur ou égal à 2 : 1./(2.e) < Mk < 1/4.

4°) On suppose que deux joueurs Alain et Béatrice jouent à pile ou face avec une pièce déséquilibrée, la probabilité d’obtenir « face » étant égale à p (0 < p < 1/2). Une pièce est lancée n fois (n > 2), les lancers successifs sont indépendants. Alain empoche un gain égal au nombre de faces apparues si ce nombre est pair, et Béatrice un gain égal au nombre de faces apparues si ce nombre de faces est impair.


a) Quel est celui des joueurs qui a le plus de chances de gagner ?


b) Quel est celui des joueurs qui a la plus forte espérance de gain ?


c) Comment interpréter l’encadrement  obtenu à la question 3°)e) de cette partie ? 

23.  (edhec 99) Les parties 1 et 2 sont indépendantes.


Partie 1 On pose, pour tout élément n de N* : un = 
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1) a. Montrer que : ( p ( N* ,
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b. En déduire que : ( n ( N* , un ( 1 + ln(n).

2) On considère la fonction (1 définie sur R+ par : 
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Montrer que (1 est continue sur R+.

3) Pour tout réel x positif et pour tout entier naturel n non nul, on pose : 




(n+1(x) = 
[image: image161.wmf]dt
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. (On rappelle que (1 a été définie à la question 2.)


a. Montrer que pour tout élément n de N* la fonction (n est parfaitement définie et continue sur R+. Que vaut (n(0) ?


b. Vérifier qu'il existe deux suites (an)n(N* et (bn)n(N* telles que :




( n ( N* , ( x ( R*+    (n(x) = xn (an + bn ln x ).

On montrera  que : ( n ( N* an+1 =
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   et     bn+1 = 
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4) Ecrire un programme en turbo Pascal qui calcule et affiche les n premiers termes de chacune des suites (an)n(N* et (bn)n(N* pour une valeur de n entrée par l'utilisateur.

5) Calculer bn.

6) Pour tout élément n de N*, on pose : cn = n! an.
[image: image164.wmf]

a. Montrer que cn = 2 - un.


b. En déduire que pour tout entier n supérieur ou égal à 2 : (cn ( ( 1 + ln(n).


c. Conclure que 
[image: image165.wmf]+¥
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d. Montrer enfin que la série de terme général an est absolument convergente.

Partie 2 On considère les fonctions e1, e2, e3 et e4 définies par :

( x ( R*+ 
  e1(x) = x , e2(x) = x2 , e3(x) = x ln(x)  et e4(x) = x2 ln(x).

On note E l'espace vectoriel engendré par e1, e2, e3 et e4.

1) On suppose dans cette question que a, b, c et d sont 4 réels tels que :



(*) ( x ( R*+    a x + b x2 + c x ln(x) + d x2 ln(x) = 0.


a. Montrer que a + b = 0


b. Etablir que : ( x > 1    
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. En déduire que d = 0.


c. Etablir ensuite que : ( x ( R*+ 
[image: image167.wmf]0

x

)

x

ln(

c

b

x

a

=

+

+

. En déduire que b = 0.



d. Montrer finalement que a = b = c = d = 0.

1) a. Déduire de la question précédente que (e1, e2, e3, e4) est une famille libre.


b. Montrer que (e1, e2, e3, e4) est une base de E.

3) On note u l'application qui à toute fonction f de E associe la fonction g = u(f) définie par 





( x ( R*+  g(x) = x f '(x).


a. Montrer que u est une application linéaire.


b. Déterminer u(e1), u(e2), u(e3) et u(e4).


c. En déduire que u est un endomorphisme de E

4) 
a. Donner la matrice A de u dans la base (e1, e2, e3, e4) .


b. Montrer que u est un automorphisme de E.


[image: image168.wmf]
24.  (ecricome 99)Toutes les matrices de cet exercice sont des éléments de l’ensemble E des matrices carrées  d’ordre 2 à coefficients réels. 

Soit O la matrice nulle, I la matrice unité, H = {M ( E / il existe ( ( R tel que M = (I }, et, 

avec M = 
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 : ((M) = a + d ,  ((M) = ad – bc.

Question 1  On dit que la suite de matrices (An), où An = 
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, converge vers la matrice O si (an), (bn), (cn), (dn) sont des suites réelles de limite nulle. Justifier les résultats suivants :

1 a) Soient (An), (Bn) deux suites de matrices, ( un réel et M une matrice : si (An), (Bn) convergent vers la matrice O, alors (An + Bn), ((An), (MAn) et (AnM) convergent aussi vers O.

1 b) Si D = 
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 avec (( ( < 1 et (( ( < 1 , la suite de matrices (Dn) converge vers O.

1 c) Si une matrice A est diagonalisable, de valeurs propres ( et ( avec (( ( < 1 et (( ( < 1, alors la suite (An) converge vers O.

Question 2 Dans toute cette question, A désigne un élément de E tel que ((A) < 0. On se propose de montrer qu’une telle matrice est diagonalisable.

2 a) Montrer que A n’est pas un élément de H.

2 b) Vérifier par le calcul que pour tout élément M de E, on a : M2 = ((M) M - ((M) I .   (*)

2 c) Montrer qu’il existe deux réels distincts ( et ( tels que : ( +( = ((A)  et ( ( = ((A).

2 d) On pose M = A - ( I et N = A - ( I. Montrer que M N = O et en déduire que l’hypothèse «  M est inversible » conduit à une contradiction. Montrer de même que N n’est pas inversible.

2 e) En déduire que A est diagonalisable et qu’il existe une matrice P de E inversible telle que : 

A = P D P-1 avec  D = 
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Question 3 On note U l’ouvert de R2 défini par U = ]
[image: image173.wmf]3
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[ x ]0,1[ et f l’application définie sur U par : (x,y) ( f(x,y) = x2 – x + xy2 – xy.

3 a) Montrer que f est strictement négative sur U.

3 b) Montrer (en rédigeant soigneusement) que f admet un unique extremum sur U et que celui-ci est un minimum dont on donnera la valeur. 

En déduire que pour tout (x,y) de U:  
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 ( f(x,y) < 0.

Question 4 Soient a et b deux réels tels que (a,b) soit un élément de l’ouvert U défini précédemment. On pose Q = 
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. On se propose de montrer que la suite de matrices (Qn) converge vers O.

 4 a) Calculer ((Q) et ((Q). Vérifier que les résultats de la question 2 s’appliquent pour A = Q et en déduire que Q admet deux valeurs propres distinctes ( et ( telles que : 
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4 b) Exprimer (2 + (2 en fonction de ( + ( et ( ( et en déduire que (2 + (2 < 1. Pourquoi peut-on affirmer que la suite (Qn) converge vers O ?

25.  (ecricome 2000) T est l'ensemble des couples (x, y) de réels solutions du système d'inéquations 





x ( 
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,  y ( 
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On noteT '  " l ' intérieur " de T, à savoir l'ensemble des couples (x, y) solutions du système d ' inéquations




x > 
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Soit f la fonction définie sur T par : f(x, y) = 
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1) Représenter sur un même graphique T et T '.

2) On admet que T ' est un ouvert de R2.


a) Déterminer les dérivées partielles d'ordre 1 sur T ' de la fonction f.


b) Montrer que f n'admet pas d'extremum local ( et donc a fortiori absolu) sur T '.

3) Démontrer par de simples considérations sur des inégalités que l'on a pour tout couple (x, y) de T :



2 ( f(x, y)( 
[image: image186.wmf]3
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On considère une urne contenant des boules blanches (en proportion p), des boules rouges (en proportion r) et des boules vertes (en proportion u) . On suppose que p ( 
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 , u ( 
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et que 

p + r + u =1.

On effectue indéfiniment des tirages successifs d'une boule dans cette urne avec remise entre deux tirages.  Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, on note Bn (respectivement Rn, Vn) l'événement :


" Tirer une boule blanche (respectivement rouge, verte) au n - ième tirage."

On appelle X (resp.Y) la variable aléatoire égale au rang d'apparition de la première boule blanche (resp. rouge). On définit alors la variable D = (X - Y( égale au nombre de tirages séparant la sortie de la première blanche et de la première rouge.

4) Déterminer la loi et l'espérance de X. Faire de même pour Y. 

5) Soient i et j des entiers naturels non nuls. En distinguant les cas i = j, i < j et i > j , exprimer l'événement (X = i ) ( (Y = j ) à l'aide des événements décrits dans l'énoncé.  En déduire la loi du couple (X, Y).

6) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

7) Soit k un entier naturel non nul, montrer l'égalité
P(D = k) = 
[image: image190.wmf]r
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8) Montrer que D admet une espérance et que E(D) = f(p, r). Encadrer alors E(D).

26.  (edhec 2001) On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal à 2.

On considère une épreuve aléatoire pouvant aboutir à 3 résultats différents R1 ,R2 et R3 de probabilités respectives P1,P2 et P3. On a donc P1 + P2 + P3 = 1 et on admet que, pour tout i de {1,2,3}, 0 < Pi < 1.

On effectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite ci-dessus.

Pour tout i de {1,2,3}, on note Xi la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro i n’est pas obtenu à l’issue des n épreuves et 0 sinon.

On désigne par X  la variable égale au nombre de résultats qui n’ont pas été obtenus à l’issue des n épreuves.

1) a. Justifier soigneusement que X = X1 + X2 + X3.


b. Donner la loi de Xi, pour tout i de {1,2,3}.


c. En déduire l’espérance de X, notée E(X).

La suite de cet exercice consiste à rechercher les valeurs des réels Pi en lesquelles E(X) admet un minimum local. Pour ce faire, on note f la fonction définie sur l’ouvert ]0,1[x]0,1[ de R² par : 

f(x,y) = (1-x)n + (1-y)n + (x+y)n.


2)  a. On pose P1 = x et P2 = y. Vérifier que E(X) = f(x,y).

 
 b. Montrer que f est une fonction de classe C² sur ]0,1[x]0,1[


3)  a. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.

     b. En déduire que le seul point en lesquelles les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent simultanément est le point (
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4) a. Démontrer que f présente un minimum local en ce point.

    b. Donner la valeur de E(X) correspondant à ce minimum.

27.  (esc 2001) 1°) On pose pour tout entier naturel n non nul l'intégrale : 
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a) Calculer pour A ( 1 l'intégrale 
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 et en déduire que I1 est divergente.

b) Montrer grâce à une intégration par parties que pour tout entier naturel n ( 2, l'intégrale In converge et vaut 
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c) Etudier les variations de la fonction f définie sur [2 ; +([ par 
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d) En déduire grâce à I2 que 
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 converge (on ne cherchera pas à calculer cette série).

2°) On considère la fonction g définie sur R par : 
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a) Montrer que g est continue sur R et constitue une densité de probabilité. (On utilisera les résultats de la question 1°) b). )

On nomme pour toute la suite X une variable aléatoire admettant la densité g.

b) Etudier l'existence et la valeur éventuelle de l'espérance E(X).

c) La variable X admet-elle une variance ?

3°) Etude d'une variable discrète définie à partir de X.

a) On considère la fonction G définie sur R par 
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Montrer que G est dérivable sur R, puis justifier que G est la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

On note Z la variable aléatoire discrète définie par :


Z(() = N       et       Z = [X] , partie entière de X.

On rappelle que si x ( R+ et k ( N, [x] = k ( k ( x < k + 1.

b) Montrer que pour tout entier naturel k, P( Z = k) = G(k + 1) ( G(k).

c) En déduire par récurrence sur l'entier naturel n que :
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d) Montrer que ( 1 ( G(k) )  est équivalent en +( à 
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e) Déduire de l'ensemble des résultats obtenus que Z admet une espérance.

28.  (inseec 2002) On considère la matrice carrée réelle d'ordre 3 : 
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 et on note ( l'endomorphisme de R3 dont la matrice est A, dans la base canonique b = (e1, e2, e3) de R3.

1) Déterminer le noyau et l'image de (. En déduire que 0 est une valeur propre de (.

2) a) Justifier que la matrice A est diagonalisable. 

b) Vérifier que 4 et 6 sont deux valeurs propres de ( et déterminer les sous-espaces propres associés. 

c) On pose u1 = (e1 + e2 + 2e3 , u2 = e1 + e2 et u3 = e1 ( e2 + e3,  montrer que b' = (u1, u2, u3) est une base de R3 et déterminer la matrice A' de ( dans cette base.

3) Soient (, (, ( trois nombres réels non nuls et P la matrice définie par 
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a) Montrer en utilisant la question précédente que P est inversible.

b) On rappelle que pour toute matrice A = (aij), on appelle transposée de A la matrice, notée tA, définie par tA = (aji), c'est à dire obtenue en permutant les lignes et les colonnes de A, ainsi
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Calculer le produit P.tP et en déduire l'existence de valeurs de (, ( et ( telles que tP = P(1.

On se placera dans cette situation dans la suite de l'exercice.

c) Justifier que A = P.A'.tP.

4) Soient x, y et z trois réels, on définit les matrices colonnes et lignes respectives :
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    et tX = (x, y, z) et on pose g(x, y, z) = 4x2 + 4y2 + 2z2 + 4xz (4yz.

a) Montrer que tX.A.X = g(x, y, z)

b) Montrer que la transposée de la matrice (tP.X) est (tX.P).

On pose 
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, en déduire que : g(x, y, z) = 4y'2 + 6z'2.

5) On considère la fonction f : R2 ( R, définie par : ((x, y) ( R2, f(x, y) = g(x, y, y2).

a) Expliciter f(x, y) et calculer p, q, r, s, t.

b) Déterminer les extremums éventuels de f sur R2.

c) Montrer en utilisant la question 4) que (0, 0) est un minimum global de f sur R2.

d) Montrer que f présente un minimum local en ((2, 2).

e) Des développements limités à l'ordre 2 en 0 de h ( f((1/2 + h, 1+ h) et 

h ( f((1/2 + h, 1 ( h) en déduire que f ne présente pas un extremum local en

29.  (esc 2002) Dans tout l’exercice n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2.


On considère deux variables aléatoires discrètes indépendantes X et Y  telles que :
X suit une loi binomiale de paramètres n et x (notée B(n, x)) avec x ( ]0, 1[.
Y suit une loi binomiale de paramètres n et y (notée B(n, y)) avec y ( ]0, 1[.


On pose alors Z la variable aléatoire discrète définie par l’égalité : Z = 2n – X – Y .


1°) a) Déterminer l’ensemble Z(() des valeurs possibles de Z.
b) Exprimer en fonction de n, x et y les probabilités :
P( Z = 0 ) ; P( Z = 2n ) ; P( Z = 2n – 1 ) ;  P(Z = 1) .


2°) a) Donner les espérances et variances suivantes : 
E(X), E(Y), V(X), V(Y), et en déduire E(X 2) et E(Y 2).
b) On pose W la variable aléatoire définie par W = XYZ.
Montrer que l’espérance de W est donnée par : E(W) = n2(n – 1)xy(2 – x – y ).


3°) On pose D = ]0,1[(]0,1[ et  f  la fonction de deux variables définie sur D par:
f(x, y) = xy(2 – x – y ) pour tout couple (x, y)  de D.
a) Justifier que f est de classe C2 sur D.
b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f, en déduire le seul point (x0, y0) de D (appelé « point critique ») susceptible de réaliser un extremum local pour  f.
c) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f, et montrer que f  admet un maximum local en (x0, y0) de valeur 
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d) Montrer que pour tout couple (x, y)  de D : 
f((x, y)) –  
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En déduire que ce maximum local est un maximum global de  f sur D.


4°) On suppose que les variables X, Y définies plus haut représentent, en centimètres, la largeur et la longueur d’une brique, dont la hauteur Z est telle que la somme des côtés, 
X + Y + Z, est toujours égale à 56 cm, et de volume XYZ.
a) Quelles sont les valeurs que l’on doit donner aux paramètres x et y pour que le volume  moyen de la brique soit maximal ?
b) Montrer que ce volume moyen maximum est de 6272 cm3.

30.  (escl 2002) 1°) Etude préliminaire. On admet, pour tout entier naturel k et pour tout réel x de [0 ; 1[, que la série 
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a) Vérifier, pour tout réel x de  [0 ; 1[ : 
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b) Pour tout couple d'entiers naturels (n, k) tel que k < n, montrer : 
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c) Pour tout entier naturel k et pour tout réel x de  [0 ; 1[, déduire de la question précédente :

sk+1(x) = sk(x) + x sk+1(x).

d) Montrer, par récurrence :
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2°) Etude d'une expérience aléatoire. On considère une urne contenant une boule noire et quatre boules blanches.  On effectue l'expérience aléatoire suivante :

* On commence par tirer des boules de l'urne une à une avec remise jusqu'à obtenir la boule noire (que l'on remet aussi dans l'urne).

On définit la variable aléatoire N égale au nombre de tirages avec remise nécessaires pour obtenir la boule noire.

* Puis, si N prend une valeur entière positive non nulle notée n, on réalise alors une seconde série de n tirages dans 1'urne, toujours avec remise.

On définit la variable aléatoire X égale au nombre de fois où la boule noire a été obtenue dans cette seconde série de tirages.

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire N. Donner son espérance.

b)  Soient k ( N et n ( N*. Déterminer la probabilité conditionnelle P(X = k / N = n).

c) Vérifier : P(X = 0) = 4/9.

d) En utilisant l'étude préliminaire, montrer :
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e) Montrer que X admet une espérance E(X) et calculer E(X).

f) Montrer : 
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3°) Etude d'une variable aléatoire à densité

On note 
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   et on définit la fonction F sur R par : 
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a) Montrer que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire à densité, notée Y.

b) Déterminer une densité f de Y.

c) Déterminer une primitive de la fonction g définie sur R par 
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d) Montrer que Y admet une espérance E(Y) et calculer E(Y).

31.  ecricome 2003 (que des probas, mais toutes les probas !) Sous diverses hypothèses, l’exercice étudie différentes situations probabilistes concernant une entreprise de construction produisant des objets sur deux chaînes de montage A et B qui fonctionnent indépendamment l’une de l’autre. Pour une chaîne donnée, les fabrications des pièces sont indépendantes.

Partie 1.

On suppose que A produit 60% des objets et B produits 40% des objets. La probabilité qu’un objet construit par A soit défectueux est 0.1 alors que la probabilité qu’un objet construit par B soit défectueux est 0.2.

1. On choisit au hasard un objet à la sortie de l’entreprise. On constate que cet objet est défectueux. Calculer la probabilité de l’événement ‘’l’objet provient de la chaîne A ’’.

2. On suppose de plus que le nombre d’objets produits en une heure par la chaîne A est une variable aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de paramètre ( = 20.

On considère la variable aléatoire X représentant le nombre d’objets défectueux produits par la chaîne A en une heure.

a. Rappeler la loi de Y ainsi que la valeur de l’espérance et de la variance de Y.

b. Soient k et n deux entiers naturels, déterminer la probabilité conditionnelle p(X=k/Y=n). (On distinguera les cas k ( n et k>n).

c. En déduire en utilisant le système complet d’événements (Y=i)i(N que X suit une loi de Poisson de paramètre 2.
Partie 2.

Soit f la fonction définie sur R par :
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1. Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire Z.

2. Déterminer la fonction de répartition FZ de Z.

3. Justifier la convergence de l’intégrale : 
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La calculer en effectuant le changement de variable u = t + 1.

4. Prouver que Z admet une espérance et la déterminer.

5. Z admet-elle une variance ?

6. Dans cette partie, on suppose que le temps de fabrication, exprimé en minutes, d’une pièce de la chaîne A (respectivement de la chaîne B) est une variable aléatoire Z1 (respectivement Z2) où Z1 et Z2 sont deux variables aléatoires indépendantes suivant la même loi que Z.

a. On considère les événements :

C = ’’le temps de fabrication d’une pièce sur la chaîne B est supérieur à 2 minutes’’

D = ’’le temps de fabrication d’une pièce sur la chaîne B est supérieur à 3 minutes’’

Calculer les probabilités suivantes : p( C), p(D), p(D/C).

b. On note T = max(Z1,Z2) et GT la fonction de répartition de T.

i. Exprimer l’événement (T ( x) en fonction des événements (Z1 ( x) et (Z2 ( x).

ii. Montrer que : ( x ( R, GT(x) = [FZ(x)]².

iii. En déduire que T est une variable aléatoire à densité dont on donnera une densité.

Partie 3.

On suppose maintenant que, pour qu’une pièce soit terminée, il faut qu’elle passe par la chaîne A puis par la chaîne B.

Le temps de passage exprimé en minutes pour un objet sur la chaîne A est une variable aléatoire M suivant une loi exponentielle de paramètre 2.

Le temps de passage exprimé en minutes pour un objet sur la chaîne B est une variable aléatoire N suivant une loi uniforme sur [0,1].

Les variables M et N sont indépendantes.

1. Rappeler l’expression d’une densité de probabilité v de M et d’une densité w de N.

2. On note S la variable aléatoire représentant le temps total de fabrication d’une pièce.

Exprimer S en fonction de M et N et déterminer le temps moyen de fabrication d’une pièce.
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